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Probléme 1

Partie 1 : Racine(s) d’une matrice carrée

1. Il s’agit d’établir une relation de commutation a partir de M? = A. On exprime A en

fonction de M.
Comme A = M?, on a, par associativité du produit matriciel :

AM = M?*M = M3 = MM? = MA.

Conclusion

si M? = A, alors AM = MA.

2. On montre les deux implications.

Méthode 1 — Par les inverses.

Si M est inversible, alors A = M - M est inversible comme produit de deux matrices

inversibles, d'inverse (M ~1)2.

Réciproquement, supposons A inversible. Alors M (MA™') = M?A™1 = AA ' =1,.
Une matrice carrée qui admet un inverse a droite est inversible : M est donc inversible,

d’inverse M A~ 1.

Méthode 2 — Par les noyaux.

Une matrice carrée B est inversible si et seulement si I’équation BX = 0, d'inconnue

X € M, ;1(R), n"admet que la solution nulle.
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Supposons A inversible et soit X tel que M X = 0. Alors AX = M(MX) =0, donc
X = 0: M estinversible.

Supposons M inversible et soit X tel que AX = 0. Alors M(MX) =0,donc MX =0

(car M est inversible), puis X = 0 : A est inversible.

La premiere méthode est purement calculatoire; la seconde, qui raisonne sur les noyaux,

se transpose directement au langage des endomorphismes.

Conclusion

A est inversible si et seulement si M est inversible.

3. a. On calcule A?, puis on utilise le polyndme annulateur obtenu pour localiser les

valeurs propres.

A2: — :_IQ.
-1 0 -1 0 0 -1

Ainsi X? + 1 est un polynome annulateur de A. Toute valeur propre réelle 1 de A est
racine de tout polyndme annulateur, donc vérifierait ©? + 1 = 0, ce qui est impossible

dans R. La matrice A n'admet donc aucune valeur propre réelle.

Si A était diagonalisable, il existerait une base de M, ; (R) formée de vecteurs propres de

A, donc au moins une valeur propre : c’est absurde.

73
On peut aussi le vérifier directement : si AX = ;X avec X = ,alors y = ux et

Yy
—x = py, ot —x = px, soit (1 + p?)z = 0, donc x = 0 puis y = 0.
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Conclusion

A? = —I, et A n’est pas diagonalisable.

b. On utilise la Question 1 : si M? = A, alors AM = M A.

0 1 a b c d
AM = g
-1 0 c d —a —b
et
a b 0 1 —b a
MA = =
c d -1 0 —d ¢

L'égalité AM = M A donne, coefficient par coefficient: c = —b,d = a, —a = —det —b = c.

Conclusion
si M est solution de M? = A, alorsa =d etb = —c.
a b
c. D’apres b, toute solution est de la forme M = .On calcule M2 :
—b a
a?—b%>  2ab
M2 =
—2ab % —b?

Ainsi M? = A équivaut a a® — b*> = 0 et 2ab = 1.
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La condition 2ab = 1 impose ab > 0, donc a et b sont non nuls et de méme signe; avec

1 1
a? = b%, on obtient a = b. Alors 2a®> = 1,s0it a = —ou a=———.
V2 V2
1
Réciproquement, pour a =b = +——, on a bien a® — b? = 0 et 2ab = 1, donc M? = A.

V2

Conclusion

’équation M? = A admet exactement deux solutions,

1 1 1
M= —
V2 -1 1
et
1 1 1
M=——
V2 -1 1

4. a. On cherche les valeurs propres de A, puis on compare la dimension de I'espace

propre a 3.

Méthode 1 — Par un polynéme annulateur.

On calcule

000

A*=10 0 0| #0

1 00
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et A3 = A- A? = 0. Le polyndome X3 est annulateur de A4, donc Sp(A) C {0}.

Si A était diagonalisable, on aurait A = PDP~! avec D diagonale dont les coefficients

diagonaux sont des valeurs propres de A, doncnuls: D = 0 et A = 0, ce qui est faux.

Méthode 2 — Par la structure triangulaire.

A est triangulaire inférieure, de coefficients diagonaux tous nuls : ses valeurs propres

sont ses coefficients diagonaux, donc Sp(A4) = {0}. L'espace propre associé est Ker(A).

75 0
Pour X = [ 4 |, AX = | 5 |, donc AX = Osietseulementsiz =y = 0: Ker(A) est
Z Y
0

engendré par | () | et est de dimension 1 < 3. La somme des dimensions des espaces

1

propres vaut 1 # 3, donc A nest pas diagonalisable.

La premiére méthode n’utilise qu'un polynéme annulateur; la seconde exploite la forme

triangulaire et le critere par les dimensions des espaces propres.

Conclusion

A n’est pas diagonalisable.

b. Ona M* = (M?)? = A? # 0 d’apres le calcul de a, et M°® = (M?)3 = A3 = 0.

Lensemble {k € N* : M* = 0} est une partie non vide de N* (il contient 6), donc il
admet un plus petit élément p < 6. Si 'on avait p < 4, alors M* = M*PMP = 0, ce qui

est faux. Donc p € {5,6}.
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Conclusion

M*+0,M%=0etpe {5,6}.

c. Par minimalité de p, MP~ # 0 (carp — 1 >4 > 1), donc fP~! n’est pas 'application
nulle : il existe u € R? tel que f7~!(u) # 0. En particulier u # 0.

Soient ¢, ..., ¢, des réels tels que

p—1
Z e fF(u) = 0.
k=0

Supposons par I’absurde les ¢, non tous nuls et notons j le plus petit indice tel que

c; # 0. L'équation s’écrit

p—1
Z cpfF(u) = 0.
k=)

On lui applique I'application linéaire fP~177:

p—1

Z cp fFP 10 (u) = 0.

k—j

Pourk > j+ 1,onak+p—1—j>p, donc fFP~177 = 0 puisque MP = 0. Il reste

¢;fP"H(u) = 0, et comme fP~!(u) # 0, ¢; = 0 : contradiction.

Conclusion

la famille (u, f(u), ..., fP~1(u)) est libre dans R3.

d. La famille obtenue en c est libre et comporte p > 5 vecteurs de R3. Or une famille

libre de R? a au plus dim R? = 3 éléments. C’est une contradiction.

7 /44



@ Prépa Simple EM Lyon — Mathématiques — 2024

Conclusion

il n’existe aucune matrice M € M 4(R) telle que M? = A.

5. a. Comme M? = I, le polyndme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) est annulateur de M. Les

valeurs propres de M sont racines de tout polynéme annulateur.

Conclusion

X? — 1 est annulateur de M et Sp(M) C {—1;1}.

b. On montre que la somme est directe puis qu’elle vaut R” (méthode

d’analyse-synthese). On note que f? = id car M? = [,,.

Intersection :si x € Ker(f —id) NKer(f +id), alors f(z) = z et f(x) = —x,d'ot1 22 =0

etz =0.

1 1
Décomposition : soit z € R™. On pose y = 5(9@ + f(x))et z= §(x — f(x)). Alors

r=y+zet
£w) = 3 @) + @) = 5(f@) +2) =¥,
£(2) = 3(@) — £1@) = 5(f(@) ~2) = —=

Doncy € Ker(f —id) et z € Ker(f +id).

Conclusion

R™ = Ker(f —id) & Ker(f + id).

c. Notons F; = Ker(f —id) et E_; = Ker(f + id). En concaténant une base de E; et une
base de E_; (I'une d’elles pouvant étre vide), on obtient, d’aprés b, une base 5 de
R™ adaptée a la somme directe. Chaque vecteur de 3 est non nul et vérifie f(e) = e

ou f(e) = —e : cest un vecteur propre de f.

Ainsi R" admet une base de vecteurs propres de f, dans laquelle la matrice de f est
diagonale, de coefficients diagonaux égaux a 1 ou —1. En notant () la matrice de passage
de la base canonique a B, ona M = QAQ ! avec A = diag(1,...,1,—1,...,—1).
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Conclusion

M est diagonalisable.

d. On montre la double inclusion.

Si M? = I,,, 1a question c fournit () inversible et A diagonale a coefficients diagonaux

dans {—1;1} telles que M = QAQ ™' : M est semblable & une matrice du type annoncé.

Réciproquement, si M = QAQ ™! avec @ inversible et A = diag(ey, ...,¢,), &; € {—1;1},

alors A? = diag(e?,...,e2) =1, et

rn

M? =QAQ'QAQ = QA’Q =QQ ™ =1,.

Conclusion

’ensemble des solutions de M? = I, est exactement ’ensemble des matrices sem-

blables a une matrice diag(c, ..., €,,) avece; € {—1;1} pour tout i.

6. a. La matrice A € M ,,(R) possede n valeurs propres distinctes A; < --- < \,,. Pour
chaque i, on choisit un vecteur propre X; associé a \;. Des vecteurs propres associés
a des valeurs propres distinctes forment une famille libre; la famille (X, ..., X,,) est
donc une famille libre de n vecteurs de M, ;(R), qui est de dimension n : c’est une

base.

Soit P la matrice dont les colonnes sont X, ..., X, : elle est inversible et AP = PD avec
D = diag(\q, ..., \,)-

Conclusion

A= PDP!avec D = diag(\, Ay, ..., A,,) et P inversible.

b. OnaN? =P 'MPP 'MP =P 'M?PetD =P 1AP.

Si M? = A, alors N2 = P~'AP = D. Réciproquement, si N2 = D, alors
P7'M?P = P7'AP; en multipliant a gauche par P et a droite par P!, on obtient
M? = A.
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Conclusion

M? = Asietseulement si N2 = D.

c. Supposons M? = A;alors N? = D d’apres b. La Question 1, appliquée a la matrice D
et a sa racine NV, donne DN = ND.

Pour (4, j) € {1, ...,n}?, comme D est diagonale :

2

(N);jet (ND); ;= (N); ;A

6,37%"

Ainsi (A; — A;)(N),; ; = 0. Pour i # j, A; # A, car les valeurs propres sont distinctes, donc
(N)’L,j = O.

Conclusion

si M? = A, la matrice N = P~! M P est diagonale.

d. Supposons qu'il existe i, tel que \; < 0 et qu'il existe une solution M. D'apres ¢,
N = P~'MP est diagonale, donc N* est diagonale de coefficients (V)7 ;. L'égalité
N? = Ddonne (N)? , =\, <0, cequi estimpossible pour un réel.
0 0

g,

Conclusion

si A admet une valeur propre strictement négative, '’équation M? = A n’a aucune

solution.

e. On suppose \; > 0 pour tout ;. Comme les \; sont distincts, au plus 1'un d’eux, a

savoir A\, peut étre nul.

D’apres b et ¢, M est solution si et seulement si N = P~* M P est diagonale et vérifie
N? = D, c’est-a-dire (N)? ; = ); pour tout 4, soit ( =¢g;4/A; avece; € {—1;1}.

Réciproquement, toute matrice diagonale de cette forme vérifie N2 = D.
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Conclusion

I’ensemble des solutions est

{Pdiag (51\/)\_1,... a%@) P7l:(eq,...,e,) € {—1;1}"}.

Comme M + P~ M P est bijective, deux choix de signes donnant des matrices N
différentes donnent des solutions différentes. Il y a donc exactement 2" solutions si

A; > 0, et 271 solutions si \; = 0 (le signe ¢, est alors sans effet).
1 1 g 1

7. a. On construit M a partir de la diagonalisation orthogonale de A.

La matrice A est symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, il existe une matrice
orthogonale P (donc P~! = P) et une matrice diagonale D = diag(}\,, ..., \,,) telles que
A = PD'P. Les matrices A et D étant semblables, elles ont les mémes valeurs propres;
les valeurs propres de la matrice diagonale D sont ses coefficients diagonaux, donc

A; > 0 pour tout i.

Onpose A =diag(\/A;,...,/\,) et M = PA'P.

Symétrie : 'M ='(*P)'A'P = PA'P = M.

Carré:  M? = PA'PPA'P =PA?'P=PD'P=A,car'PP =1,,.

Valeurs propres : M est semblable a A, donc  Sp(M) = {\/A,.... /A, } CR:.

Conclusion

M = PA''P est symétrique, a valeurs propres strictement positives, et vérifie M? =
A.

b. i. La matrice M, est symétrique réelle. Par le théoreme spectral, il existe une matrice
orthogonale P, et une matrice diagonale telles que M, = P, diag(-) P; *; les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de M;, comptées avec leur
multiplicité, et, quitte a permuter les colonnes de P, (ce qui préserve
I'orthogonalité), on peut les ranger dans l'ordre a4, ... , a,,. On obtient
M, = P,D,P;'. De méme pour M,.
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Conclusion

il existe P, P, orthogonales telles que M, = P, D, P! et M, = P,D,P; .
ii. Ona M? = P,D?P; ! et M2 = P,D3P; . Légalité M7 = M2 donne

P, D?P; ! = P,D2P; . En multipliant & gauche par P! et a droite par P, :

D2P;'P, = Pr\P,D2, soit D2P = PD2.
Comme D7 = diag(a?, ...,a2) et D3 = diag(b?, ..., b2), pour tout (i, j) :
(D%P> ij = GQ(P)i,j et (PD%)i,j = (P), yb§
Conclusion

DiP = PDj et, pour tout (i, j) € {1,...,n}?, a7 (P), ; = (P), ;0.
iii. Soit (¢,5) € {1,...,n}? Si (P); ; = 0,1'égalité a,(P), ; = (P); ;b; est vraie. Sinon, ii

donne a? = bjz; comme a; > 0etb; >0, on obtient a; = b; d’ol1 encore

a;(P); ; = (P); b

i i,j i,7%5°
Or (Dlp)i,j = ai(P)i,j et (PDZ)i,j = (P)i,jbj'
Conclusion
pour tout (i, j), a;(P); ; = (P); jb;, donc D1 P = PD,.

Conclusion

PP, D,, multipliée a gauche par P, et a droite par P, !, donne

le carré est A.

il existe une unique matrice symétrique a valeurs propres strictement positives dont
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Partie 2 : Une suite de matrices

8. On commence par exprimer Tr(* AB) a 1’aide des coefficients.

Pour A,B € M, (R):

n n n

Tr(*AB) = Y (*AB), Z Jii= D, Aii(Blyye

j=1 j=1 i= 1<4,5<n

Symétrie : cette expression est symétrique en A et B.

Bilinéarité : pour B fixée,

A ) (A), (B

est linéaire ; par symétrie, I’application est aussi linéaire par rapport a B.
Positivité :
Tr(*fAA) =) (A)?; > 0.
2]

Caractere défini : si Tr(*AA) = 0, une somme de carrés de réels est nulle, donc chaque
(A); ;estnulet A =0.

Conclusion

(A, B) = Tr(* AB) est un produit scalaire sur M, (R), et

413 =D (43,

4,3
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9. Notons p = max; ; j<, |(M); ;|- D’apres la question 8,

IMI3=Y 0F;< Y w2=nP?

1<i,j<n 1<4,j<n

Par croissance de la racine carrée sur R, et comme ;1 > 0:

Conclusion

2024

[M]l; < max [(M)

1<i,5<n i

10. Pour (i,7) € {1,...,n}? et k € N, par définition du produit matriciel,
(KlezKQ)i,j = Z Z(Kl)i,p(Mk:)p,q(KQ)q,j'
p=1 g=1

C’est une combinaison linéaire finie, a coefficients indépendants de k, des suites

((My,)p.q) ks qui convergent vers £, .. Par opérations sur les limites, elle converge vers

<K1)i,p£p,q(K2)q,j = (KlLK2)i,j'
p=1 g=1

Conclusion

(KM K,),~, converge coefficient par coefficient vers K| LK.

11. a. La fonction ¢ est dérivable sur R* et, pour x # 0,

, 1 1 z2—1
o =5 (1- ) = 5

Ainsi ¢’ (x) > 0si|z| > 1, ¢ () <0si0 < |z|] <1,etp’(£l) =0.Onap(l) =1et
¢(—1) = —1; ¢ est impaire.
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1
Limites: lim ¢(z) = +o00, lim ¢(z) =400 (car — — +00), lim p(z)= —o0,
z—+00 z—0" xr z—0"
lim p(x) = —occ.
T—>—00
signe de ¢’ + — - +

croit de —oo a
—1

variations de ¢

décroitde —1a décroitde +oco croftdela +oo

—00 al

Conclusion

(atteinten —1).

© est croissante sur | — oo, —1] et sur [1, 400, décroissante sur [—1,0[ et sur |0, 1],

avec un minimum égal a 1 sur R} (atteint en 1) et un maximum égal a —1 sur R*

b. On suppose a > 0. Pour m > 1, on note P(m) : «uy, ..., u,, sont bien définis et

U, = 1».

Initialisation : v, = a > 0 est non nul, donc u; = ¢(a) est défini; d’apres a, p(z) > 1

pour tout z > 0, donc u; > 1.

On peut aussi le voir directement : pour = > 0,

2?2 —2z+1  (z-—1)?

> 0.
2 2x

p(x)—1

Hérédité : si P(m) est vraie, u,,, > 1 > 0,donc u,,,; = ¢(u,,) est défini et u,,,; > 1.

Conclusion

est du signe de a.

sia > 0, la suite est bien définie et, pour tout m > 1, u

> 1,donc |u,,| > 1etu,

m

c. Pourm>1,u,, #0et

2

1 1 1—u
um+1_um:§ (__um> = £

m

Casa > 0:u,, >1,donc1—u?, <O0etu, > 0:lasuite (u,,),,-, est décroissante et
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minorée par 1. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers un réel € > 1.

Cas a < 0: d’apreés le résultat admis, u,,, < —1, donc 1 — u;, < 0etw,, < 0:la suite est

2
m
croissante et majorée par —1, donc converge vers un réel ¢ < —1.

Dans les deux cas € # 0 et ¢ est continue en ¢; en passant a la limite dans u,,, . ; = ¢(u,,),

on obtient e = ¢(¢), soit 262 = £2 + 1, donc ? = 1.

Conclusion

(U, )m>1 €St monotone et converge vers € € {—1;1},avece = 1sia > 0ete = —1si

a < 0 (e est du signe de a).

1
d. Pour|z| >1, — €]0,1],donc 1— — €[0,1]et
x

Conclusion

1
pour tout x tel que || > 1, |¢'(x)] < 7

e. Question adaptée au programme actuel (rectification d"une erreur d’énoncé).

1 m
L'inégalité initialement demandée, |u,,, —¢| < (§> la — ¢| pour tout m € N, est

1 1 1 /1 101
fausse lorsque 0 < |a| < gipour a=-sona wu =g (— + 10) = ——, donc

2 \10 20
81 1 e el . -
lu; — 1| = %0 = 4,05, alors que §|a — 1| = 0,45. L'inégalité des accroissements finis
ne s’applique pas entre u et ¢ quand |u,| < 1. L'énoncé rectifié remplace |a — ¢| par
1
la| + —.
lal

On établit la contraction pour m > 1 grace a d, puis on traite a part les rangs 0 et 1.

Etape 1 : contraction pour m > 1. Notons J = [1,4+oc[sia > 0 et J =] — oo, —1] sia < 0.
D’apresb etc, u,, € J pour tout m > 1 ete € J. La fonction ¢ est de classe €' sur

1
I'intervalle J et |¢'| < = 5 Sur J d’apres d. Par 'inégalité des accroissements finis, et

comme p(e) =¢:
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1
i1 — €l = (1) — (O] < 3t — el
1 m—1
Par récurrence immédiate, pour tout m > 1: |u,, —¢| < <§> lu; —el.

. 1
Etape 2 : majoration de |u; — ¢|. Comme a et — sont de méme signe,
a

1 1
luy| = 5 <|a| + —) De plus u, et ¢ sont du signe de a et |u,| > 1 = |¢|, donc

lal

1 1
e =uy—1< = — .
el =l =1 < 3l + 1)

1\ 1
En reportant dans 1’étape 1, pour toutm > 1: |u,, —¢| < (5) <|a| + ﬂ)
a
Etape 3 : cas m = 0. Comme ¢ est du signe de a, |[a — ¢| = ||a| — 1|. Si|a| > 1,

1
lla| = 1| =la] =1 < |a|;silal <1, |la]—1| =1—]a| <1< —.Dans les deux cas,

lal

1
la —¢| < |a| + —.

lal

Conclusion

1\ 1
pour toutm € N, |u,, —¢| < (§> (|a| + ﬂ)
a

12. a. La matrice A est symétrique réelle : d’apres le théoréme spectral, il existe une
matrice orthogonale P telle que D, = P~! AP soit diagonale. La matrice D, est le

produit des trois matrices inversibles P!, A et P, donc elle est inversible.

Conclusion

il existe P orthogonale telle que D, = P~ AP est diagonale et inversible.

Onnote A, ..., A, les coefficients diagonaux de D,. Comme A et D, sont semblables, ce
sont les valeurs propres de A (comptées avec multiplicité) ; ils sont non nuls car D, est

inversible.

b. On raisonne par récurrence sur k, avec # (k) : « M, est bien définie et inversible, et
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D, = P71 M, P est diagonale et inversible ».
Initialisation : M, = A est inversible et D,, est diagonale inversible d’apres a.

1
Hérédité : supposons F (k). Comme M), est inversible, M, , = §(M . + M; 1) est bien
définie. De plus P~'M P = (P~ M, P)~' = D;!, donc

1

Dyyy = P My P = 5 (PTIMyP + PTIM ' P) = 5 (D + Dy ) -

DN | —

1 1
Si D, = diag(dy, ..., d,,) avec les d; non nuls, alors D;! = diag (d—l, e d_> et

n

1 1
D,,.., = diag(¢(d;), ..., ¢(d,)) est diagonale. Pour z # 0, |¢(z)| = 5 <|x| + m) >1

(question 11.a), donc les ¢(d;) sont non nuls : D, ; est inversible, et M, , = PD, P!

aussi.

Conclusion

pour tout k, M, est bien définie et inversible, D, est diagonale inversibleet D, ; =

1
§(Dk + Dih).

c. Pouri € {1,...,n}, notons dtF) = (Dy); ;- D’apres b, dgo) =\ #0et dF = o (d(k)) :

la suite (d(k)

est la suite de la question 11 associée a a = \.. Elle converge donc vers
i k q 1 g

g; € {—1;1}, du signe de \;. Les coefficients non diagonaux de D, sont nuls.

Ainsi (D;,) converge coefficient par coefficient vers A = diag(e, ..., ¢,,). Comme
M, = PD, P!, la question 10 (avec K, = P et K, = P~!) montre que (M) converge
coefficient par coefficient vers L = PAP~!. Enfin L2 = PA?P ' =PI P! =1,.

Conclusion

(M) converge coefficient par coefficientvers L = Pdiag(e,...,¢,,) P~!, quivérifie
L2=1,.
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d. Question adaptée au programme actuel (conséquence de la rectification de 11.e). La
k

majoration initiale par n <§> (14 p(A)) est fausse en général : pour n = 1 et

1 1
A= (1—()), ona |M;—L|y,=4,05> 5 1,1. Elle est remplacée par une majoration

faisant intervenir  p(A) + ﬁ, our(A) =min{|A| : A € Sp(A)} > 0 car A est
T

inversible.

I\F
Notation commune. Posons 3, = (—) (p(A) +

5 ) Pour tout i, |A;| < p(A) et

1
r(A)

1 1
By < (A donc 11.e (avec a = \;) donne
1\* 1
d® o] < <_> A < B,
‘ 3 &€ 2 | z| + ‘)\l| Bk

De plus M;, — L = P(D,, — A)P~! = P(D,, — A) P car P est orthogonale.

i. Méthode 1 — Par les coefficients de M, — L.

Pour (i, j) € {1,...,n}?, comme D, — A est diagonale,

n

k
a7 = 2 Vs (dI(v ) &) (P)jpr
p=1

(My — L)

Donc

(M, — L), ;| < 5kz [(P); pl 1(P) -
p=1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ muni du produit scalaire canonique,

. " 2 , 1/2
D Pyl I(P); ] < ( (P)?,p> ( 4 (P%Q',p) :
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Or P'P =1, donc

Z(P)?,p - (Ptp)i,i =1

p

Ainsi |[(My, — L), ;| < B, pour tout (7, j), et la question 9 donne | M), — L], < nf.

Méthode 2 — Par invariance de la norme.

Pour X € M, (R), en utilisant Tr(UV) = Tr(VU) et'PP =1, :

|IPXtP|2 =Tr(P'XPPX'P)=Tr(P'XX'P)=Tr(*XX'PP) =Tr(*XX) = | X|2.

Donc | M, — L|, = | D), — A|,. Les coefficients de D;, — A sont majorés en valeur absolue
par S5, et la question 9 donne ||M; — L|, < nj,.
La premiere méthode applique la question 9 directement a M, — L ; la seconde raméne

le probléeme a une matrice diagonale, ce qui prépare la majoration plus fine de ii.

Conclusion

k
1
pourtoutk € N, |[M, —L|, <n (—) (p(A) + )

ii. D’apres la méthode 2 de i, | M), — L|, = | D), — Al5. En reprenant le raisonnement de
la question 9 pour la matrice diagonale D, — A, dont seuls les n coefficients

diagonaux peuvent étre non nuls :

n

1D = A= (a% —2) <ng?.

=1
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2024
Conclusion
our toutk € N, |M, — L <ﬁ(1>k (A) + !
p 1My, = Llls < 2) \” r(A) )

e. Question adaptée au programme actuel : le programme suit la majoration rectifiée de

d.ii. La ligne qui calcule x et y utilise désormais les valeurs absolues des valeurs

, 1
propres, et la constante calculée est p(A) + (A)’
T
Code exécuté :
Python
import numpy as np
import numpy.linalg as al
def suite_matricielle(A):
n = len(A)
v = al.eig(4) [0] # valeurs propres de A
x, v = max(abs(v)), min(abs(v)) # x = rho(A), y = r(A) >0
U, k=4, 0 # U contient M_k
c=x+1/y # rho(A) + 1/r(A)

while np.sqrt(n)*c*(1/2)*xk > 10%*(-3):

k = k+1
U= (U + al.inv(U))/2 # M_{k+1} = (M_k + M_k~{-1})/2
return U

A = np.array([[2., 1.1, [1., -3.1])
U = suite_matricielle(A)

print (np.round(U, 6))

print (np.round(np.dot(U, U), 6))

# Sortie obtenue :

# [[ 0.928477 0.371391]

# [ 0.371391 -0.928477]]

# [[ 1. -0.]

# [-0. 1.1]
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Explications : al.eig(A)[0] renvoie le tableau des valeurs propres de A; x et y valent

donc p(A) et r(A), et r(A) > 0 car A est inversible. La variable U contient M, et k 'indice
k

1
courant. La boucle s’arréte dés que /nc <§> < 1073; d’apres d.ii, on a alors

k
M, — L|l, < 1073. Elle termine car | =] — 0.La mise a jour utilise al.inv, licite
k 2 5 )

puisque chaque M), est inversible (question b). On pourrait utiliser la majoration de d.i

(facteur n au lieu de np.sqrt(n)), au prix de quelques itérations supplémentaires.

Sur ’exemple exécuté, la matrice renvoyée vérifie numériquement U? = I,, ce qui est
cohérent avec L? = I, ; cette observation numérique ne remplace pas la démonstration

dec.

Probléme 2

Partie 1 : Préliminaires

1. On raisonne par récurrence sur m, avec P(m) : «I,, converge et I, = m!». La fonction

u = u™e " est continue sur [0, +00] : I'intégrale n’est impropre qu’en +oo.

A
Initialisation : pour A > 0, / e vdu=1—e4— 1quand A — +oo. Donc I,
0

converge et I, = 1 = 0!

Hérédité : supposons P(m). Pour A > 0, on intégre par parties sur le segment [0, A] avec

ur umtl ety > —e %, de classe C! :

A A
/ umtle~t dy = [—u””le_“]g1 +(m+1) / ume ¥duy = —AMtle4
0 0

A
+ (m+ 1)/ u™e " du.
0

Par croissances comparées, A™*te=4 — (, et par hypothése de récurrence

A A
/ u™e " du — m!. Donc / u™ e v du — (m+1)m! = (m+ 1)L
0 0
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Conclusion

pour tout m € N, I,,, converge et I, = m!.

2
2. a. La courbe de h,, est nulle hors de ] 0, —] ; sur cet intervalle, c’est un triangle de
n

1 2
sommets (0,0), (—, n) et (—, 0) . Plus n est grand, plus le triangle est étroit et
n n

haut. Voici I'allure pour n = 2, 3 et 4.

Vérifions que h,, est une densité de probabilité.

1 1 2 2
Positivité : pour 0 <t < —,n’t>0;pour — <t<—, n? (— — t) > 0; ailleurs
n n n

n

h,,(t) = 0. Donc h,, > 0.

1 1 2
Continuité : h,, est continue sur chacun des intervalles | — o0, 0], ]0, —] , ] — —] ,

2
] —, 400 [, et aux points de raccord :  lim n?t =0 = h,,(0),
n t—0"

2 1 2
lim n? (— — t) =n=nh,, (—) et lim h,(t)=0=h, (E) Donc h,, est

t—(1/n)t n n t—(2/n)*
continue sur R.
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2 oo
Intégrale : h,, est nulle hors du segment [0, —] , donc / h,, converge et
n — o0

2/n
+o0 1/n 2/n 9 1 1/9 9
[ hwae= [Carvas [n (2 armnt L |22
1/n
1 + L_ 1
2 2
Conclusion

pour tout n > 2, h,, est positive, continue sur R et d'intégrale 1 : c’est une densité de

probabilité.

2 2
b. Sit =0, h,,(0) = 0 pour tout n. Sit €]0,1], dés que n > 7 ona - < t, donc

h, (t) = 0:la suite (h,,(t)),, est nulle a partir d'un certain rang.

Conclusion

pourtoutt € [0,1], lim h,(t) =0.

n——+oo

2
c. Pourn >2, — <1,donch, estnulle hors de [0, 1] et
n

o n—+oo 0

1 1
/ i hn(t)dt:/ 0dt = 0.
o n—+o0o o

1 +o00 1
/ h, (t)dt = / h,(t)dt =1. Ainsi  lim h,(t)dt = 1. D’apres b,
0 —

Conclusion

1 1
lim h,(t)dt =1+#0= / liIP h,,(t) dt. La convergence simple d'une suite
0 n—-+oo

n—+oo

de fonctions ne suffit donc pas a intervertir limite et intégrale; c’est pourquoi la

question 19 établit une majoration uniforme.
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Partie 2 : Etude de S,

1 1
3. Chaque Y; suit la loi £(\), donc admet une espérance X et une variance 1

Par linéarité de 'espérance, S, admet une espérance et

Les Y; admettent un moment d’ordre 2 et sont mutuellement indépendantes, donc deux

a deux indépendantes, d’ot1 des covariances nulles. La variance d"une somme donne

alors
L n
V(S) =) V(¥) =15
i=1
Conclusion
n n

4. a. On calcule la fonction de répartition de X; = AY;. Pour € R, comme A > 0,

) 0 siz <0

l—e /A =1_¢2 siz >0

Conclusion

X, suit la loi exponentielle £(1), c’est-a-dire la loi v(1).

u—le—m

b. On rappelle qu'une densité de la loi y(v) (de taux 1) est z ’ sur RY et 0

I'(v)
ailleurs, avec I'(n) = (n — 1)! pour n € N*.
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Initialisation : AS; = X suit £(1) = (1) d’apres a.

Hérédité : supposons que AS,, suit v(n). Ona AS, ; = AS,, + X,, .. La variable \S,, est
fonction de (Y7, ..., Y,,) et X, ; est fonction de Y, . ; par le lemme des coalitions, elles

sont indépendantes.

Méthode 1 — Stabilité des lois gamma.

La somme de deux variables indépendantes de lois v(v; ) et y(v5) (de méme taux 1) suit

la loi (v, + v5). Donc AS,, ,; suit y(n + 1).

Méthode 2 — Produit de convolution.

Notons g,, la densité de y(n) et g; celle de £(1), qui est bornée par 1. La somme de deux

variables a densité indépendantes, 'une ayant une densité bornée, admet pour densité

+o0
le produit de convolution z / 9 (t)g;(x —t) dt. Pour x < 0, I'intégrande est nul
— 00

(car g, (t) =0sit <Oetg,(x —t) =0sit > z). Pour > 0, I'intégrande n’est non nul
quepour 0 <t <xet

On reconnait la densité de y(n + 1).

La premiere méthode invoque directement un résultat du cours; la seconde le

redémontre dans ce cas particulier et rappelle comment calculer une densité de somme.
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Conclusion

pour tout n € N*, \S,, suit la loi vy(n).

1 1
c. Ona S, = X()\S">' transformation affine de coefficient 3> 0. Pourt € R,
Fg (1) = P(AS, < \t) = G,,(A\t), ou G,, est la fonction de répartition de v(n). La
fonction G, est continue sur R et de classe C! sauf éventuellement en 0, de dérivée

g,- Donc S,, est a densité, de densité ¢t - Ag,,(\t) :

()\t)nflef)\t

fs, () =0sit <O et fs, () ="

n

sit > 0.

Conclusion

S,, est a densité, de densité fg donnée par 1'énoncé.

5.a.0Ona P(S

n

0
1
<0) = / fs, =0,donc S, > 0 presque stirement et R est bien

n

" 1 .
définie presque stirement. Par le théoreme de transfert, R admet une espérance si
n

400
1
et seulement si / p fs, (t) dt converge absolument, c’est-a-dire converge
0
puisque l'intégrande est positif. Cet intégrande vaut

1 ™
;fsn (t) = mt”*%*)‘t, continu sur ]0, +o0.

—At 1 dt
Cas n = 1:l'intégrande vaut ~ —. Les fonctions sont positives et / —
t oot t ,

1
diverge (intégrale de Riemann), donc l'intégrale diverge : g n'admet pas d’espérance.
1

Cas n > 2 : par le changement de variable affine u = At (effectué sur un segment [, B,

puis passage a la limite), on obtient

+oo +oo
A" n—2_,—\t _ A / n—2_,—u _ )‘In_z . )\(n — 2)'
l m—Dr ¢ M=o, Y TR T e

I'intégrale I,, , convergeant d’apres la question 1.
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Conclusion

1
—— admet une espérance si et seulement sin > 2, etalors FE (—) =

S

n

. 1 . . o1
b. La variable R admet une variance si et seulement si —; admet une espérance. Par

n n

+o00 )\n
transfert, cela équivaut a la convergence de / (
0

—1)'15”_36_” dt (intégrande
n—1)!

positif).
)\n

(n—1)!
comparaison avec une intégrale de Riemann divergente en 0, l'intégrale diverge. Pas de

Cas n € {1, 2} : I'intégrande est équivalent en 0" & t"3avecn —3 < —1; par

variance.

Casn > 3 : le méme changement de variable u = A\t donne

1y N _ N3 _ A2
E (Sﬁ) T (n— 1)!1"_3 (n—1)! (n—1)(n—2)

Par la formule de Koenig-Huygens :

v i B A2 B A2 _)\2((n—1)—(n—2)) B e
S, ) (n—-1Dn-2) (n-12  n©-1)%*n-2)  (n—12n-2)
Conclusion
1 . . . 1
R admet une variance si et seulement si n > 3, et alors 1% (S_> =
(n—1)*(n—2)

A
6. Ona W, =aS, + b avec a:7>0etb:—\/ﬁ.Pourt€[R,
n

F, (t):P(sngt_b> —Fy (\/E(H\/ﬁ)).

n a By
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La fonction F est continue sur R et de classe ' sauf éventuellement en 0; par
composition avec une fonction affine, Fy;, est continue sur R et de classe €' sauf
éventuellement en un point. Donc W, est a densité et, en dérivant,
0 = L2p (L2t

ol N TSN T )

n

Conclusion

W, est a densité, de densité f};; donnée par 1'énoncé.

1 1
7. a. Les Y, sont indépendantes, de méme loi, d’espérance X et de variance — > 0.Le

théoreme limite central affirme que

! V(S,) vn
A

converge en loi vers une variable Z de loi N (0, 1). Or
n

Sn=% AS,—n A

@ — \/ﬁ :%S’n_\/—:Wn
A

Conclusion

(W,,),,>1 converge en loi vers Z < N(0, 1).

1
b. Comme W, est a densité, / fw (#)dt =P0 <W, <1)=Fy (1) — Fy (0).La
0

fonction de répartition ® de NV (0, 1) est continue sur R, donc la convergence en loi

donne Fy, (x) — ®(x) pour tout réel z, en particulier en O et en 1.
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Conclusion

1
V2T

e t*/2 dt.

Partie 3 : Estimation de )\ par maximum de vraisemblance

8. On choisit la densité f,(x) = Ae™** pour x > 0 et f,(x) = 0 pour x < 0. Pour
(A, @y, ..., ) € (RE)™HE,

e ATk = \reA Xk Tk > 0.

|
=

LN\ zq,...,z,)

i
L

Conclusion

et

V(A T,y z,) =nlnk — )\Zxk.
k=1

9. La fonction (X, x4, ..., z,,) > nln X est de classe €' sur (R%)"*! (composée d'une

projection et de In, de classe €' sur R* ), et

(N xyy.,m,) = )\Zxk
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est polynomiale. Donc 1) est de classe C?, et pour tout k € {1, ... ,n}:

o n
a(>“x17 7xn):X_kZ:1xk
9y
et 8_%()\7:[:1’“"1:”) =—\
I . . , N
Comme X > 0, e —A\ # 0 en tout point : le gradient de v ne s’annule jamais.
1

Conclusion

2024

1 est de classe € sur (R* )" et n'y admet aucun point critique.

10. Notons

s:ixk > 0.
k=1

Pour A > 0, p(A) = nIn X — s\, et ¢ est dérivable sur R%.

Méthode 1 — Etude des variations.

, n n — S\ ) ] o n n
©'(N) = Y85 = 5 qu est strictement positif pour A < —,nulen — et
s s

. By n ; : n
strictement négatif pour \ > —. Donc ¢ est strictement croissante sur ] 0, —] et
s s

" A n q 5 "
strictement décroissante sur [—, 400 [ : elle admet un maximum, atteint uniquement en
s

n

S
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Méthode 2 — Concavité.

D20 d Le poi
e < 0: ¢ est concave, donc —¢ est convexe. Le point

n
— est un point critique de —¢, qui y atteint donc son minimum global : ¢ atteint son
s

pestdeclasse C% et  ¢”(\) =

. n . , . n . .
maximum global en —. Comme ¢’ est strictement décroissante, — est son unique zéro;
S 14 S

et si ¢ atteignait aussi son maximum en un point u # —, ce point serait un extremum
S

intérieur, donc un point critique, ce qui est exclu.

La premiere méthode est élémentaire; la seconde utilise le résultat de cours sur les

fonctions convexes, qui se généralise aux fonctions de plusieurs variables.

Enfin, L(\, z, ..., z,,) = exp(¢())) et exp est croissante, donc
L\ zq,...,z,) <exp(p(2)) = L(2,zq, ..., x,)-

Conclusion

¢ admet un maximum atteint en l'unique réel g = , et
w1+m2+...+wn

L\ xy,...,z,) < L(Z,2q,...,2,) pour tout A > 0.

1 1
11. Ona Z, =n-—.Pourn > 3,la question 5 montre que —- admet une espérance

S, S,

n n

et une variance. Par linéarité et par la formule V (cX) = ?V(X) :

)\ n 9 )\2 o n2 2
BE(Z)=n- o3 =n232e V&) =" o pn ) T mo12m =9

A
Le biaisvaut  b(Z,,) = E(Z,) — X\ = 7 qui est non nul car A > 0, et qui tend vers 0
n JE—
quand n — 4o00.

Conclusion

les formules annoncées sont vraies; Z,, est un estimateur biaisé mais asymptotique-

ment sans biais de \.
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. —1 —1 —1
12. Onpose 7, = n . Z, = nSn =y f Y pour n > 3. Par linéarité,
~ n—1 n ~ o
E(Z,) = : A = \: Z, est sans biais. De plus
n n-—1

ViZ) = () viz.) = A

n — 2 n—+oo

Méthode 1 — Condition suffisante du cours.

E(Z,) = X (donc tend vers \) et V(Z,) — 0 : I'estimateur est convergent.

n

Méthode 2 — Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Pour 7 > 0, puisque Z, admet une variance et que E(Z,) = ),

V(Z A2
7 (n —2)n? notoo

La premiere méthode applique directement un critere du cours; la seconde en redonne
la preuve dans ce cas et fournit en plus une majoration explicite de la probabilité

d’erreur.

Conclusion

~ n—1

Z, = —— est un estimateur sans biais de ), et il est convergent.
W b oo

13. On montre que 1'événement « \ appartient a l'intervalle » s’écrit exactement a l'aide
de W, puis on applique la question 7.a. Aucun remplacement de parameétre

inconnu n’est nécessaire.

Notons t = t,,. La fonction ® est continue et strictement croissante de R sur |0, 1|
o}
(théoreme de la bijection), et 1 — 5 € 10, 1], donc ¢ est bien défini; de plus ¢t > 0 car
1

«
1—=>==a(0).
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S
Presque stirement S,, > 0, donc  Z,, = SE > 0. Alors, en multipliant par — >0,
n

t AS t AS
AL Z, |1+—=| & - <1+ —= < (—”— ><t<:>Wn<t,
(1+57) = v = (S
Zn(l——t)g)\@l——t <—)\S"<:)—t<Wn,
vn Vn n

AS

n

car \/ﬁ<

A
— 1) = ——=S, —v/n =W, Ainsi, en notant I,, I'intervalle de I'énoncé,
n Vn

n

P(A€I,) = P(—t < W, <t) = Fy (t) — Fyy (—1),

car W, est a densité, donc P(W, = —t) = 0. D’apres 7.a et la continuité de @,

n—+o0o

Prel,) — ﬂﬂ—@@ﬂ:Zﬁﬂ—l:Z@—%)—l:l—w
Les bornes de I,, sont des fonctions de I’échantillon (Y7, ..., Y, ) ne dépendant pas de A.

Conclusion

t t5
[Zn (1 — \/;’;_L) i 2y (1 I 7"5)} est un intervalle de confiance asymptotique au

seuil 1 — o pour .

14. On calcule l'estimation 7 = L, puis les deux bornes de la question 13.

vt

Code exécuté :

Python
import numpy as np
import numpy.random as rd

import scipy.special as sp
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def IdC(alpha, Y):

n=len(Y)
Z=n/np.sum(Y) # estimation de lambda
t=sp.ndtri(l-alpha/2) # t_alpha = Phi~(-1) (1-alpha/2)

A=Z*(1-t/np.sqrt(n))
B=Z*(1+t/np.sqrt(n))

return [A, B]

# contrble expérimental du niveau : lambda = 0.1, n = 100, alpha = 0.05
rd.seed(1)
N, compte = 10000, O
for j in range(N):
Y = rd.exponential(10, 100) # scale = 1/lambda = 10
A, B = IdC(0.05, Y)
if A <= 0.1 and 0.1 <= B:

compte = compte + 1

print (compte/N)

Sortie obtenue : 0.948.

Explications : n est la taille de I'échantillon, Z la réalisation de Z,,, t 1a valeur ¢,,. La
1

commande rd.exponential prend en parametre 1’échelle 1 et non le taux A. La

fréquence observée de recouvrement, proche de 0,95, est cohérente avec le niveau

asymptotique 1 — «; il s’agit d"une observation expérimentale et non d"une preuve.

15. Pour chaque mois i + 1 (i € {0,...,11}), la ligne T'[¢] contient les 100 durées de vie
observées; le segment tracé a la hauteur i est I'intervalle de confiance [A, B] obtenu,
1
et le point marque la valeur )\, = 0 annoncée. Le risque o utilisé n’est pas précisé

par I'énoncé.

Lecture de la figure : la valeur 0,1 appartient a l'intervalle uniquement pour i = 3,7 = 4
et = 6, c’est-a-dire pour avril, mai et juillet. Pour les neuf autres mois, l'intervalle est

1
entiérement situé a droite de 0,1 : on rejette I'hypothése X = 7o 24 risque a.

Interprétation : le centre de chaque intervalle est I’estimation Z,,, car
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1 t t
= (Zn (1 — —) +7Z, (1 + —)) = Z,. Tous les centres sont compris entre environ

2 vn vn
1

0,1011 et 0,1042, donc supérieurs a 0,1. On estime ainsi un parametre \ supérieur a 1o’

c’est-a-dire une durée de vie moyenne X inférieure a 10. Si la production était conforme

1
(A= 10 ), chaque mois conduirait a un rejet avec une probabilité proche de «; observer
neuf rejets sur douze mois, tous du méme coté, est trés peu compatible avec cette

hypothése pour un risque usuel.

Conclusion

les tests de 2023 indiquent que les composants ont une durée de vie moyenne plus
courte que la valeur annoncée de 10 : la qualité de la production semble s’étre dé-

gradée par rapport a la norme.

Partie 4 : Une convergence sous le signe intégral

Upt1

16. a. On simplifie , puis on effectue un développement limité de In(1 + z) en 0

n

avec T = —.
n
U1 (n+ 1) e fon(n + 1) n! (n+1)" _, (1 L1 ) 1/2
— o — e —_
U, (n+1)! ne="\/2mn n" n
1
1 n+—
o)
n

1
Donc v, = (n—i——)ln(l—l—l)—l.
2 n

La fonction z - In(1 + ) est de classe €3 au voisinage de 0, de dérivées successives en
égales a 1, —1 et 2. La formule de Taylor-Young a l'ordre 3 donne une fonction e telle que
€(z) > 0quand x — O et

2 .3

Inl+z)=2— % + Y + z3¢(z).
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1 1 1
Posons z, = — — 0.Comme n+-=— <1+x—”>,
n 2 =z, 2

1 x T x x2 x3

+ z2efz,) (1+22),

- B R G
dével : l—-—+—=+-——+—=1+ — + —. Ainsi
en développant 2+ 3 +2 1 + 6 +12+ 6 insi

2

T z
(i) (145)),
v, 12( +2x, +12¢€(z,) (1 + >

et le facteur entre parentheses tend vers 1.

Conclusion

1

v, ~ —s.
n—-+o0o 12n2

b. La série

1
est une série de Riemann convergente. Comme v,, ~ 192 et que > 0, la suite

2n?
(v,,) est positive a partir d'un certain rang, et le critere d’équivalence pour les séries a

termes positifs montre que

converge.
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Par télescopage, pour n > 2:

v, = > (Inu, , —Inu,) =Inu, —Inu,.
Donc In u,, converge vers

+o00o
o=Inu; + E (I
k=1

et par continuité de I’exponentielle, u,, — €°.

Conclusion

v

converge et (u,,) converge vers ¢ = e > 0.

17. On remplace fg par son expression dans la formule de la question 6. Pour ¢ € R,

@t + 0o @(H— v/n).Ona s > 0 siet seulement si t > —/n.

posons s = 3 3

A
Sit < —y/n,alors s < Oet fy, (t) =0.

Sit> —y/n,ona )\s:\/ﬁtﬂ—n:n(l%—L),donc
vn

vVanle™™  nte™V2mn  w

n—D!  oWer  ven
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Conclusion
u " n—1
fw @) =0sit < —ynet fy (t) = —2= (1—|——> e Visit > —\/n.
W W= U U
. t
18. a.Soitt > —/n;alors — > —1let

Vvn

2
nRk (%) =nln (1+ %) —/nt + %, donc

() _ (

t2

t\" —

1+—) e Vite 2
\/_

Par conséquent,

= fw, (1)

n

d’apres la question 17.

Conclusion

l’égalité demandée est vraie pour tout ¢ > —/n.

b. La fonction R est de classe € sur | — 1, +oo[, avec R(0) = 0 et

1—(1 1
g (14+u) +u(l+u)
14+u 1+u

U2

T 1+tu
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Méthode 1 — Inégalité de Taylor-Lagrange.

’ ” 1 ” Vi
OnaR(O)ZO, R(U):l—mdonCR(O):o,et R (U):m.POUI'

1 1
u € [—5, 1] , 1+u> 3 donc 0 < R”(u) < 16. L'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2

1
entre 0 et u, sur le segment d’extrémités 0 et u inclus dans [—5, 1] , donne

16ful®* 8

R//(o) >
N S D TR

3
2 |u| ‘

IR(u)| = \R(u) — R(0)— R'(O)u

Méthode 2 — Par I'’expression intégrale de R.

w2

Par le théoréme fondamental de ’analyse, R(u) = / 7 1 dv. Pour v entre 0 et
0 v

2

1 v
= donc 0<
g oonc Vs

1
u € [—5,1],0na 140> < 202, Ainsi

/ 202 dw
0

La premiere méthode est 'outil standard pour majorer un reste; la seconde exploite la

2uf®

[R(u)] <

forme simple de R’ et donne une meilleure constante.

Conclusion

8 2
il existe M; > 0 (parexemple M, = g,ouméme M, = §) tel que |R(u)| < M, |ul?

1
pour tout u € [—5,1].

t 1
c. Fixons t € R. Pour n > 4t%, on a ugi,donct>—\/ﬁet
n
t 11 1
— € |—=,=| C |—=,1]|.Parb,
N [ 2’2] [ 2’]
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P _ Myt

t
|l <« — .
nR(ﬂ)‘ \nM1n3/2 \/ﬁ n—>—+>ooo

-1
t
Par continuité de 'exponentielle en 0, e"/**/v?) — 1. De plus (1 + T) — let
n

u,, — ¢ (question 16.b). Avec 18.a, valable pour n > 4t2 :

Conclusion
—t2/2
our toutt € R, lim ty =1/ =0f,(t).
P n—>+oofW"() Jor fz(t)

t t
19. a.i. Pourt €[0,1], 1+—=>1>0et — €][0,1] C|—1,+o0]|. Les fonctions
0.1, 1+ =01 c)—1+o0]
t " t
t (1 + —) et t—nR (—) sont de classe €' sur [0, 1], donc g,, aussi, par

Vn n

composition et produit. Pour ¢ € [0, 1],

glt) = (—% (1+ Ln) + (1 %) ViR (%)) (),

t t t
car la dérivée de ¢+ nR <%> est %R’ (%) =/nR’ <%> . Comme
~1
t
0< (1 + ﬁ) < 1, I'inégalité triangulaire donne :
Conclusion

g,, est de classe €' sur [0, 1] et

9, ()] < (L +Vn|R (%) D enR<%>,

vn

2

ii. D’apres le calcul de 18.b, pour uw € [0,1], R'(u) = ] “
0< R (u) < u?

avecl +wu > 1,donc
u
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Conclusion

M, =1 convient : | R’ (u)| < u? pour tout u € [0, 1].

iii. Soientn € N* ets € [0, 1]; posons w = 2 [0, 1].

Vvn

B M, s®
=

52 1

~ S VR

D’apres 18b, nR(w) < nM;w? < M, donc e B L M,

D’aprésii, +/n|R (w)| < v/nw?

2eM
Aveci, |g.(s)| < “_ pour tout s € [0, 1]. Comme g,,(0) = 1 - e"F(0) = 1, I'inégalité des

vn

accroissements finis sur [0, ] donne, pour ¢t € [0, 1] :

2eM1 2eM1

19,(8) = 1| = 19, (t) = 9,(0)] < TS

Conclusion

C, = 2eM1 convient.

C
iv. Pourn € N*ett € [0,1], d’apresiii, |g,(t)] <1+]g,(t) —1 <1+

N

<140,

Conclusion

C, = 1+ C| convient.

b. Pourt € [0,1],onat > —/n, donc 18.a s'écrit fy, (t) = u,,g,,(t)fz(t). Ainsi

fw, () = £f2(t) = (ung,,(8) = ) f2(t) = ((u, = £)g(£) + £(g,,(t) — 1)) f2(2).

Les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0, 1|, donc intégrables. Par 1'inégalité

triangulaire, puis a.iii, a.iv, f;, > 0et{ > 0:
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1 0, 1
< /0 (Tt — £ 19 (8)] + Llgn () — 1]) F(£) dt < (Ozlun—mﬁ) /0 o) dt.

1 1
dt — V4 d
/0 f (1)t /0 fo()dt

Conclusion

I'inégalité demandée est vraie pour tout n € N*.

c. D’apres 16.b, u,, — ¢, et — 0; le majorant de b tend donc vers 0, et par

1
Vi

encadrement :

Conclusion

1 1
Hin / fw (B dt =1 / £ dt.
0 0

n—-+0oo

1 1
20. D’apres 7.b, lirf / fw () dt = / fz(t)dt. D’apres 19, cette limite vaut aussi
n—-—+oo 0 n 0

1 1
E/ fz(t)dt. Par unicité de la limite, (¢ —1) / fz(t)dt = 0. Comme f, est
0 0

1
continue et strictement positive, / fz(t)dt > 0,donc ¢ = 1.
0

o n"e "V2mn oo o
Ainsi  u, = — 1, ce qui signifie que n! et n"e~"+/27n sont équivalents.

Conclusion

{=1letn! ~ n"e "/2mn.

n—+oo

Relevé des adaptations

1 m
Probléme 1, question 11.e : énoncé rectifié. L'inégalité |u,, —¢| < (5) la — | est

1 1
fausse pour 0 < |a| < 5 (contre-exemple a = 100 ™= 1). Elle est remplacée par
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m 1 1
lu,, — €| < <§> (|a| + ﬂ) , qui conserve la convergence géométrique de raison 5 et
a

sa place dans le probleme.

Probléme 1, question 12.d (i et ii) : énoncés rectifiés en conséquence. Le facteur 1 4 p(A)

est remplacé par p(A) + ,avec r(A) = min{|A| : A € Sp(A)}, défini dans le sujet.

b
r(A4)

1
La majoration initiale est fausse, par exemple pour A = (E) etk =1.

Probleme 1, question 12.e : programme Python ajusté a la majoration rectifiée. La ligne
X, y = max(v), min(v) devient x, y = max(abs(v)), min(abs(v)), et le blanc rho =
max(....., .....) devient ¢ = .......... , destiné a recevoir p(A) + ——. Les blancs a compléter

r(A4)

sont conservés.

Probleme 2, question 15 : la figure est retranscrite en SVG dans

I’énoncé a partir de I'original, avec les valeurs mesurées.

Points restant a vérifier

Probleme 2, question 15 : les bornes des intervalles ont été mesurées sur le document
numérisé, avec une précision d’environ 2 x 107°. Le risque « n’est pas précisé dans
I’énoncé. La largeur relative des intervalles tracés, o ~ 0,039, correspondrait pour
n=100at, ~ 0,2, soit o ~ 0,84, valeur inhabituelle; ax?ec a = 0,05 etn = 100, les
intervalles seraient environ dix fois plus larges. L'échelle de la figure originale est donc a
vérifier. Cela ne change pas l'interprétation qualitative attendue (lecture des intervalles

qui contiennent ou non 0,1).
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