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Premier probleme

sint
t+x

—+o00
I — Ftude de la fonction z — / dt
0

1.a. On effectue une intégration par parties sur un segment, puis on contréle une
intégrale absolument convergente.
. 1 1
Pour = > 0, les fonctions u +—— — et u — — cos u sont de classe C" sur le segment
u

d’extrémités 1 et z. L'intégration par parties donne, avec la convention des intégrales

orientées six < 1:

Cosu

u2

Pouru > 1,

1 +00
< —, et l'intégrale de Riemann / — du converge. Par
L@

u

. ek "% cosu
comparaison, l'intégrale 5— du converge absolument, donc converge.
u
1

COsx

1
D’autre part, ’ ’ < — — 0lorsque x — +o0. La formule précédente montre donc
%

x
que F possede la limite finie :

2

0 cosu
a=cosl— du.
L U

: C'est

L . . sinu
La convergence de F' n’a pas été obtenue en majorant directement ‘—
u

lI'intégration par parties qui fournit un reste intégrable.
1.b. On applique la méme démarche, avec une primitive du cosinus.

Sur le segment d’extrémités 1 et x > 0, une intégration par parties donne :

Glx) = [sinu]x+/x sinzudu: smx_sm1+/x sinQudu.
1 1 1 U

U u T
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sinu 1 _y . N
Pour v > 1, 5—| < —5, donc l'intégrale du dernier terme converge absolument a
u u
sinx 1
l'infini. De plus, < - —=0.
x

Par conséquent, G possede la limite finie :

T sinw
ﬁz—sinl—}—/ 5— du.
1 u

1.c. On utilise la relation de Chasles avant de passer a la limite a la borne supérieure.

Fixons z > 0. Pour R > z, les intégrandes sont continues sur [z; R] et :

R sinu
/ S du = F(R) — F(x),

u

R
/ °°§“ du = G(R) — G(x).

Lorsque R — +00, les membres de droite tendent vers o — F'(z) et § — G(x), par les

questions 1.a et 1.b. Les deux intégrales impropres convergent dong, et :

+oo .
/ smuduza—F(x),
L u

400
/ Cojuduzﬁ—G(az).

Ces égalités ne supposent pas la convergence absolue des deux intégrales : elles

résultent directement de leur définition comme limites d’intégrales sur des segments.

2.a. On réalise un changement de variable affine et on utilise les formules d’addition

trigonométriques.

Fixons x > 0 etT > 0. Sur [0; T'], posons u =t + z, donc t = u — x et du = dt. Les bornes

deviennent z et z + T'. Ainsi :

/T sint dt:/HT sin(u — x) .
0 T

t+x U

La formule d’addition donne sin(u — z) = sinu cos x — cos u sin z. Par linéarité sur le
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segment :

T . x+T . x+T
sint sinu . COS U
dt — coszx du —sinz du.
0 x x

t+x U U

C’est I'identité demandée.

2.b. Méthode 1 — Utilisation des deux intégrales de la question 1.c

sint
Pour x > 0 fixé, I'intégrande ¢ +— ;

est continu sur [0; +o0o[; aucune difficulté ne se
%

présente en 0.

Dans l'identité de la question 2.a, x + 71" — +oo lorsque T' — +o00. Les deux intégrales du
membre de droite ont des limites finies par la question 1.c. Le membre de gauche

possede donc une limite finie, ce qui prouve sa convergence et donne :

T sinw T2 cosu
A(x) = Cosx/ du — sinac/ du.

En particulier: A(z) = cosz(a — F(x)) —sinz(8 — G(z)).

Méthode 2 — Convergence directe par intégration par parties

Cette méthode fournit une preuve indépendante de la convergence de l'intégrale

définissant A. Sur [0; T'], une intégration par parties donne :

T sint cost]” T cost
sm [~ [ sty
b bm t+xly Jf (t+2x)

soit :
T sint 1 cosT T cost
dt = — — — —2dt.
h G® z TH+z J (@E+z)

Le terme

sT
tend vers 0. Le dernier intégrande est absolument intégrable, puisque :
T

cost
(t+ z)2

S
T @+a)? T gy (E+a)? @
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1 t
Ainsi I'intégrale initiale converge et A(z) = — — / &2 dt. L'identité de la
r Jy (t+z)

question 2.a peut alors étre passée a la limite, les deux intégrales de droite convergeant

par la question 1.c; elle donne la représentation demandée.

La premiere méthode suit les fonctions auxiliaires du sujet; la seconde transforme

directement l'oscillation en un reste absolument intégrable. Elle donne aussi la borne
2

Alz)| < —.

@) < 2

3. On dérive la représentation de A par des primitives sur des segments, sans dériver

sous une intégrale impropre.
Posons, pour z > 0 :
S(z)=a—F(z)etC(z) = —G(x).

Par le théoréme fondamental du calcul intégral, les intégrandes définissant F' et G étant

de classe C! sur |0; +oo[, ces deux fonctions sont de classe C? sur cet intervalle et :

F’(:I;) _ sinm, G'(x)

T i

__ Cosx

sinx cos T

et C'(x)=-— . Par la

Ainsi S et C sont de classe C?, avec S’(r) = —

question 2.b :
A(z) = cosz S(x) —sinz C(x).

Cette expression montre que A est de classe C?. Sa premiere dérivée est :

A'(z) = —sinz S(z) + cosz S’ (x) — cosz C(x) — sinz C’(z).

, cosxsinx . , sinx cos x
Les termes cosz S'(z) = —— et —sinx C’(x) = ————— se compensent.
7 7

Donc :

A'(z) = —sinz S(z) — cosz C(x).
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En dérivant une seconde fois :

A" (z) = —cosz S(x) —sinz S’ (x) + sinz C(z) — cosx C'(z).

En remplacant S” et C” :

), 2
1
A"(z) = —cosz 8(x) + sinz C(z) + 2 Z O T Az) + =,

1
On obtient donc, pour toutz >0, A”(z)+ A(z) = —

4. On utilise les limites des deux restes d’intégrales et les formules obtenues a la

question 3.

Puisque F(z) — a et G(z) — B al'infini, S(z) — 0 et C(x) — 0. Les fonctions sinus et

cosinus sont bornées en valeur absolue par 1. Par conséquent :
[A(2)] < [S(z)] +|C(2)] = 0,
|4/ (@)] < |S(2)| +C(x)| = 0.

Ainsi  lim A(z) = lim A'(z) =0.

T—+00 T—r+00

On peut également lire la premiere limite dans la borne |A(x)| < % de la question 2.b;

la formule de A’ assure ici les deux limites a la fois.
5.a. On borne le cosinus sur le segment d’intégration.

Pour z €]0;1] etu € [x;1],0 < cosu < 1,car [0;1] C [0; g[ Comme u > 0:

En intégrant :

1 1
1
0§/ cosudug/ —du=Inl—Inz=—Inz.
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Sixz = 1, toutes les quantités sont nulles, donc la borne reste valable.
5.b. On isole la partie de I'intégrale qui peut devenir non bornée pres de 0.

Pour 0 < z < 1, la relation de Chasles et la définition de 5 donnent :

+o0o 1 +00 1
COSu COSu COSu COSu
du = du + du = du+ 5.
43 u 3 u 1 u 43 u

L'inégalité des accroissements finis appliquée au sinus entre 0 et z donne | sinz| < z,

puisque | cosu| < 1. Avec la question 5.a :

+o0o
. CoS U
sin x du
L U

< z(|f] — Inx).

Les croissances comparées assurent x| Inz| — 0 quand = — 07, et z|3| — 0. Par

encadrement, la quantité demandée tend donc vers 0.

5.c. On traite séparément les bornes 0 et +o0, puis on revient a la représentation de A.

+o0
A linfini, / S g converge par la question 1.a. Prés de 0, la définition de la
1 u

dérivée de sin en 0 donne :

lim 2 = sin’(0) = 1.
u—0 U

L'intégrande admet donc un prolongement continu en 0 en lui donnant la valeur 1. Son

+o00o .
sinu
intégrale sur [0; 1] est finie. Ainsi I'intégrale impropre / —— du converge. Notons
0 u

sa valeur L.

Pour x > 0, la relation de Chasles donne :

T2 ginw ¥ sinu
/ du=1L— / du.
x u 0 u

Le prolongement continu est borné sur un segment au voisinage de 0; la derniére

oo .
smu

_l’_
intégrale tend donc vers 0 lorsque x — 0*. Ainsi / du — L.

u

Dans la représentation de la question 2.b, cos z — 1 et le second terme tend vers 0 par la

question 5.b. Il en résulte :
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+oo .
lim A(x) =L = / Y .
0

z—07T u

La valeur de L sera déterminée dans la partie III; elle n’est pas supposée connue ici.

—xt

dt

400
IT — Etude de la fonction z — / >
b 14t

1. On établit une borne pour le facteur du numérateur, puis on le compare a une

fonction intégrable.

Fixons x > 0 et k € N. Si k = 0, la fonction du numérateur est e *; elle est comprise

entre 0 et 1 sur [0; +o0.
Si k > 1, 1a fonction q(t) = t*e~*! est continue sur [0; +oo[ et, pour ¢ > 0 :
¢ (t) = tFlet(k — xt).
oy A koo .
Elle croitjusqu’a t = — puis décroit. Son maximum est donc :
%

k
k k
()t
x x
Dans les deux cas, il existe une constante finie C,, ,, telle que 0 < t*e~** < C, ; pour tout
t>0.

k,—xt
e
L'intégrande 72 est continu sur [0; +oof et :
tke—xt C.T,k

< < )
R 2R [ 2

La fonction

1
est continue sur [0; 1] et, pour ¢ > 1, elle est majorée par —;, dont
+ t?

l'intégrale converge a I'infini. L'intégrale du majorant converge donc. Par comparaison,
'intégrale définissant B (z) converge, pour tout = > 0 et tout k € N.

2.a. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a 1’exponentielle entre 0 et u.

La fonction exponentielle est de classe C? sur le segment d’extrémités 0 et u, quel que

soit le signe de u. Sa dérivée seconde est v — ¢V, et sur ce segment eV < el¥l.
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Son polynéme de Taylor d’ordre 1 en 0 est 1 + u. L'inégalité de Taylor-Lagrange donne
alors :
|2 2

|e“—1—u|§u— sup v < o

Ul
ventre O et u 2

Pour u = 0, I'inégalité est encore vérifiée, les deux membres étant nuls. Elle est donc

valable pour tout u € R.
2.b. On applique la question 2.a a u = —ht et on intégre la majoration obtenue.

Fixonsz >0,k € Nethtelque 0 < |h| gg.Ona x+h2§>0,donch(x+h)

est définie.

Par la convergence établie en question 1 et la linéarité des intégrales convergentes :

By (z +h) — By(z) Ji.

+ By (x) =

/*"" the=at e=ht _ 1 4 bt
b 1+1t? h

La question 2.a donne, pourt > 0:

h2t?
|67ht —1 —|— htl S Te‘h‘t.

Ainsi la valeur absolue de l'intégrande est majorée par :

|h‘ tk+2€—(w—\h\)t |h‘ tk+26—(w/2)t
e S —
2 1+¢2 = B i

0
La derniére fonction est intégrable par la question 1, avec les parameétres 5> Oetk+2.
L'intégrale de I'expression du taux d’accroissement est donc absolument convergente.

L'inégalité triangulaire, d’abord sur un segment puis par passage a la limite, donne :

By (z + h) — Bi(x)

h +oo tk+26—(az/2)t h T
Bt <L [T W ()
0

2 1+ t2 2 2

2.c. On passe a la limite dans le taux d’accroissement, avec x et k fixés.

La quantité B, +2(%) est finie et ne dépend pas de h. Le majorant de la question 2.b tend

donc vers 0 lorsque h — 0, h # 0. Par encadrement :
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By (z + h) — By()

I]:l,l—% h = _Bk-i-l(x)'

Ainsi B, est dérivable en tout x > 0 et B (z) = —B,,, ().

Cette preuve utilise la définition de la dérivée et une estimation explicite; aucun

théoréme de dérivation sous l'intégrale n’est nécessaire.

2.d. On exploite la formule des dérivées pour les indices successifs, puis on regroupe

deux intégrales convergentes.

Toutes les fonctions B, sont dérivables par la question 2.c, donc continues. En

particulier, B) = —B, est dérivable et :
Bj = —Bj = B,.

Comme B, est continue, B, est de classe C? sur |0; +o0[. Pour z > 0, les intégrales

définissant B, et B, convergent. Par linéarité :

+00 (42 | 1)t +oo
1
B{(z) + By(z) = By(x) + By(x) = / %dt _ / ——
; 1+1¢ ;

1 e 1
La primitive ——e~** donne / e *tdt = =, puisque z > 0. Donc
x 0 x
" 1
B} (=) + By(e) = .
3. On compare les intégrandes de B, et de B, a deux fonctions exponentielles
intégrables.

Pourt >0etx >0:

La premiére comparaison donne 0 < By(x)

IA
H]+~
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Pour la seconde, on calcule I'intégrale du majorant sur [0; R] par intégration par parties :

R R R
¢ 1 1 R 1
(/ wﬂﬁﬁ:[——aﬁ]-+—/aeﬁhh=-3—eﬁR<—+~3).
0 X 0 T 0 T T T

Lorsque R — 400, le terme exponentiel tend vers 0 par croissances comparées. Donc
+o0
1
/ te~"" dt = —. Comme — B, = B}, on obtient :
0 m

1

1’2

0 < —Bj(z) = By(z) <

1 1
Les majorants — et —; tendent vers 0 lorsque # — +oc. Par encadrement, B,(x) — 0 et

r x
Bjy(z) — 0.

4.a. On majore sur toute la demi-droite et on minore sur un segment dont la longueur

dépend de x.

Pour x > 0ett>0,e % <1,donc:

+00 1
B < — dt.
@< [ o

Cette derniere intégrale converge, comme déja justifié dans la question 1.

1/\/E e—xt
1l 45 ¢

Par positivité, Bj(z) > / dt. Sur ce segment, xt < \/z, donc e~ > e V=, 1l
0

vient :

Ve
By(z) > e‘ﬁ/ —— dt.
o I+t

Les deux comparaisons donnent exactement 1'encadrement demandé.

4.b. On utilise une primitive usuelle, ce qui permet de justifier 'identité sans

changement de variable non affine.

7r
Pour y € [0; 5 [, tan y est un réel positif ou nul. La dérivée de arctan ¢ est

tany 1
/ 5 dt = arctan(tany) — arctan 0.
0 1+t
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™
La tangente est une bijectionde | — -; =

ol 3

[ sur R, de réciproque arctan. Puisque y

Y

appartient a cet intervalle, arctan(tany) = y. Ainsi :

tany 1 Yy
/ —th:y:/ du.
0 L+t 0

R
1
Pour toute borne R > 0, la méme primitive donne / Tz dt = arctan R. Lorsque
0

R — 40, arctan R — g On en déduit :

+oo 1 —
[
1+t 2

4.c. Méthode 1 — Encadrement fourni par 1’énoncé

Par les questions 4.a et 4.b :

1
e~V arctan (ﬁ) < By(z) <

N[N

) — g Le minorant tend

1
Lorsque = — 0%, e V® — 1 et 7 — 400, donc arctan(
X

Sl

d ]
donc vers 5 LIS le majorant constant.

; ™ : 2 o
Par encadrement, lim B(x) = 5" La preuve ne requiert aucun échange entre limite et
x—0"

intégrale.

Méthode 2 — Découpage en un segment et une queue d’intégrale

On peut aussi controler directement la différence a la limite recherchée. Les deux

intégrales convergent et 0 < e ** <1, donc:

“+o0 —xt
T 1—ce¢
0<—-—-—B = —dt.
=2 o(®) /0 1+¢2

Fixons une borne R > 0. Pour v > 0, I'inégalité des accroissements finis appliquée a e™

entre 0 et v donne 0 < 1 —e ¥ < w.Sur [0; R], on a ainsi 1 — e ** < xt < zR. Sur [R; 00|,
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on utilise simplement 1 — e~ < 1.1l en résulte :

R +oo +o00
s 1 1 xR 1
0<—--—B <zR dt dt < —— dt.
<3 Bl@<e /O 1+ ¢2 +[% 1+~ 2 +/R 1+ ¢2

Soit € > 0. La convergence de 'intégrale de référence permet de choisir R > 0 tel que la
£

TR
g s q N
est lui aussi strictement inférieur a > Ainsi 0< 5~ By(z) < €, ce qui prouve a

a5 " " Rt s € .
derniére queue soit strictement inférieure a 2 Pour 0<z< , le premier terme

nouveau la limite.

La premiére méthode utilise un segment dépendant de = pour obtenir immédiatement
un encadrement. La seconde choisit d’abord un segment fixe, puis rend son erreur petite
en diminuant z; c’est une stratégie réutilisable pour justifier des limites d’intégrales avec

des estimations élémentaires.

> sinu
du

u

+
IIT — Calcul de I'intégrale /
0

1. On dérive U et on utilise 'équation satisfaite par la différence .

Les fonctions A et B, sont de classe C? sur |0; +oo|, par 1.3 et I1.2.d. Leur différence

¢ = A — B, I'est donc également. En soustrayant leurs équations :

1 1
90”+90:(A’/+A)—(B(/)’+Bo)=5—5:0-

La fonction U = ¢? + (¢’)? est de classe C* et :

U'(x) = 2p(x)¢ (x) + 20" ()" () = 2¢" (z)(p(2) + ¢" (x)) = 0.

Une fonction dérivable dont la dérivée est nulle sur un intervalle y est constante, par le

théoreme des accroissements finis. Ainsi U est constante sur |0; +oo[.

2. On utilise les limites des fonctions et de leurs dérivées établies dans les deux

premieres parties.
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D’apres .4 etll.3, A(z) - 0, A'(z) — 0, By(x) — 0 et B{(z) — 0lorsque x — +o0. Ainsi:
p(x) = A(x) — By(z) = 0etp’(x) = A'(x) — Bj(z) — 0.

Par les opérations sur les limites, U(x) = ()% + ¢’(z)? — 0. Sa limite a l'infini vaut
donc 0.

3. On combine la constance et la limite de U, puis la positivité des carrés.

Par III.1, U est constante. Par III.2, cette constante vaut 0. Pour tout x > 0 :

p(2)* +¢'(z)? =0.

Les deux termes sont positifs ou nuls; ils sont donc chacun nuls. En particulier,

o(x) = 0, c'est-a-dire A(x) = B(x) pour tout x > 0.

4. On passe a la limite en 0" dans l'identité de la question IIL3.

sinu

du lorsque © — 0. Par IL.4.c, By(z) —

B

+o0
Par I.5.c, A(x) —>/
0 u

Ces fonctions étant égales pour tout « > 0, leurs limites sont égales. Ainsi :

+oo .
sinu m
du = —.
o U 2

La convergence de cette intégrale a été établie avant son calcul, et sa valeur résulte

exclusivement des outils réels utilisés dans le sujet.
Deuxieme probleme

La positivité d'une matrice est ici celle de ses coefficients, conformément au préambule
du sujet. Tous les ordres entre colonnes ou matrices sont compris coefficient par

coefficient.
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I — Etude d’exemples

1. On vérifie les deux conditions de la définition en utilisant la colonne proposée.

La matrice

a tous ses coefficients positifs ou nuls, donc A > 0. La colonne U = | 1 | est positive, et :

Ainsi

1/3

1
U—AU=3U=|13|>0.
1/3

La colonne P = U fournit donc le témoin requis par la définition. La matrice A est

productive.
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2. On montre qu’aucune colonne positive ne peut satisfaire la stricte inégalité requise.

1 41
La matrice B= | 9 1 3 | estpositive. Soit une colonne positive quelconque
0 01
Dy
P = | p, | Lecalcul donne :
D3
py +4py +p3
P = 2py +po +3ps |
D3
—4py — 3
P=BP =1 —2p, - 3p,
0

La troisiéme coordonnée de P — BP est toujours nulle. Cette colonne ne peut donc étre
strictement positive. Il n’existe aucun témoin P > 0 avec P — BP > 0: B n’est pas

productive.

IT — Caractérisation des matrices positives

1. On développe chaque coefficient du produit.

Supposons M = (m; ;) > 0et X = (x;) > 0. Pour chaque i € [1,7], la coordonnée
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d’indice : de M X est:

Chaque terme de cette somme est positif ou nul, puisque m; ; > 0 et x; > 0. Ainsi
(MX), > 0 pour tout i, donc MX > 0.

2. On teste I'hypothése sur les colonnes de la base canonique pour lire séparément
chaque colonne de M.

Supposons que M X > 0 pour toute colonne X > 0. Pour j € [1,n], notons e, la colonne
dont la coordonnée numéro j vaut 1 et dont toutes les autres coordonnées valent 0. Elle

est positive, donc Me; > 0 par hypothese.

Or Me; est la colonne numéro j de M. Ainsi chaque colonne de M est positive, ce qui

signifie que tous ses coefficients sont positifs ou nuls. Donc M > 0.

Les questions II.1 et I1.2 donnent la caractérisation : une matrice carrée est positive si et

seulement si elle envoie toute colonne positive sur une colonne positive.

III — Caractérisation des matrices productives

1. Dans les quatre sous-questions, A est productive, donc A > 0, et la colonne P > 0
vérifie P — AP > 0.

1.a. On utilise la positivité du produit AP.
Comme A > 0 et P > 0, la question II.1 donne AP > 0. Or :
P=AP+ (P— AP).

Le premier terme est positif et le second strictement positif. Chaque coordonnée de leur
somme est donc strictement positive : P > 0. En particulier, p; > 0 pour tous les indices

J; les rapports introduits a la sous-question suivante sont bien définis.
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€T.:
1.b. On exploite la coordonnée o1 le rapport —Z atteint son minimum, sans supposer
J
d’avance que X est positive.

Par IIL.1.a, tous les p; sont strictement positifs. La famille finie des rapports possede

donc un minimum réel ¢, atteint en un indice k. Par définition :

T.
Vj e [1,n], ]Tj > cetxy, = cpy.
J

En multipliant chaque inégalité par p; > 0, on obtient z; > cp,. Les coefficients a;, ; sont

positifs ou nuls, donc :

n n
D oapri =Y ag ;.

Cette comparaison reste vraie méme si c est négatif : on multiplie seulement les

inégalités x. > cp. par les nombres a, . > 0.
g j i P k,j

D’autre part, I'hypothése X > AX donne, sur la coordonnée & :

n

n
CPL = Ty, = E ag ;L5 2> C g a ;Dj-
7j=1 7j=1

En soustrayant le dernier membre :

n
c <pk: - ak,ij) > 0.
=1

Le facteur entre parenthéses est la coordonnée d’indice k de P — AP, donc il est

strictement positif. La division par ce facteur donne ¢ > 0.

Enfin, pour tout j, z; > cp; > 0. La colonne X est donc positive. On a établi que, pour

cette matrice productive A, toute colonne réelle X satisfaisant X > AX est positive.

1.c. On applique III.1.b a X et a son opposée, puis on utilise le critere d’inversibilité par

le noyau.
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Supposons X = AX. Cette égalité implique X > AX, donc X > 0 par IIl.1.b. La linéarité
du produit donne aussi A(—X) = —AX = —X; en particulier, —X > A(—X). La méme

sous-question donne —X > 0.

Ainsi chaque coordonnée de X est a la fois positive ou nulle et négative ou nulle. Toutes

sont nulles : X = 0.

Si X € Ker(I,, — A), alors (I,, — A)X = 0,donc X = AX, et le raisonnement précédent
donne X = 0. On a donc Ker(7,, — A) = {0}.

L'application linéaire représentée par I,, — A est un endomorphisme d’un espace de
dimension finie n. Un noyau nul implique, par le théoreme du rang, un rang égal a n;

I’endomorphisme est donc bijectif. Ainsi I,, — A est inversible.
1.d. On traduit ’équation définissant Y en une inégalité permettant d’appliquer IIL.1.b.

Soit X > 0. U'inverse (I,, — A)~! existe par [I.1.c, donc Y = (I,, — A) " X est bien définie.
Elle satisfait :

(I, —A)Y = X,doncY — AY = X > 0.
Ainsi Y > AY. La question III.1.b donne alors Y > 0.

On a donc montré que (I,, — A)~'X > 0 pour toute colonne X > 0. La caractérisation de

la question I1.2, appliquée a la matrice (I,, — A)~!, assure que cette matrice est positive :
(I,—A)t>o0.

La conclusion porte sur une positivité coefficient par coefficient; elle n’exige pas que
tous les coefficients de 1'inverse soient strictement positifs.

2. On utilise la positivité de I'inverse pour construire un témoin de productivité.

Par hypothese, B > 0, I,, — B est inversible et (I, — B)~! > 0. La colonne U dont tous les

coefficients valent 1 est strictement positive, donc positive. Par la question II.1 :
V=(,—-B)"U>0.

En multipliant par I,, — B :

(I, —B)V =U,doncV— BV =U > 0.
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La matrice B est positive et la colonne positive V' satisfait la stricte inégalité de la

définition. Ainsi B est productive.

On peut méme constater que V' > 0 : puisque BV > 0, I'égalité V = U + BV donne une
colonne strictement positive.

3. On rassemble les implications démontrées en I1I.1 et II1.2.

Pour toute matrice M € M ,(R) :

M est productive < M >0, I, — M est inversible et (I, — M)~ > 0.
L'implication directe résulte de la définition de la productivité et des questions
II.1.c-II1.1.d. La réciproque est la question III.2.

Les trois conditions du membre de droite sont requises; I’existence d"un inverse positif

ne remplace pas 'hypothese M > 0.

4. On vérifie d’abord l'identité demandée, puis on présente deux fagons d’en déduire la
productivité.

Comme 2M? = M :

(I, —M)I,+2M)=1 +2M—M—2M2=1 +M—2M2=1_.

Méthode 1 — Caractérisation par l'inverse

Le produit dans 'autre ordre donne également :
(I, +2M)I, —M)=1,—M+2M—2M2=1,.

Ainsi I,, — M est inversible et (I,, — M)~! = I, + 2M. Uhypotheése M > 0 implique
I, +2M > 0, puisque I, est positive.
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Les trois conditions de la caractérisation I11.3 sont donc vérifiées. La matrice M est

productive.

Méthode 2 — Construction directe d’une colonne témoin

Notons U la colonne de taille n dont tous les coefficients valent 1, et posons
P=(1,+2M)U.Comme M > 0etU > 0,la question II.1 donne MU > 0; ainsi
P=U+2MU>U > 0.

L'identité déja vérifiée donne :
P—MP = (I, — M)I, +2M)U =U > 0.

La colonne positive P est donc un témoin explicite de la productivité de M. Cette
méthode utilise directement la définition, tandis que la premiére applique la

caractérisation générale obtenue dans la partie IIL

Relevé des adaptations

Aucune adaptation mathématique n’est nécessaire. Toutes les questions sont conservées,
aucune n’est remplacée par un résultat admis, et les deux problémes sont résolus avec

les outils du référentiel.
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