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Probléme 1

Partie I

Pour tout entier naturel n, on définit le polynome P, par :

n+1
Pa= > A5t - xhxe
O<;§n 2k + 1

n n
c’est-a-dire, si l’on note [§j la partie entiére de 5

/2] n1
P = -1 k 1_X2 an—2lc_
i= 2 0 ()X

1. Vérifier que P, = 1, P, = 2X, P, = 4X? — 1. Calculer P;.

2. Etudier la parité du polynéme P, suivant la parité de I’entier naturel n.
3.a. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout réel ¢ :
sin((n + 1)t) =sint P, (cost).

On pourra utiliser les formules d’addition trigonométriques et développer, avec le

bindme, les puissances de la matrice réelle

cost —sint
R, = =costly+sint J,

sint cost

ouJ = et I, est la matrice identité d’ordre 2.
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3.b. En déduire que, pour tout entier naturel n, le polyndéme P, vérifie la relation :
(n?+2n)P, —3XP, — (X2 —-1)P/ =0.

On pourra dériver deux fois dans la relation obtenue a la question 3.a.

4.a. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout réel ¢ :

sin((n + 2)t) + sin(nt) = 2 costsin((n + 1)t).

4.b. En déduire que, pour tout entier naturel n nonnul, ona:
P...—2XP,+P, ,=0.

4.c. Montrer, en utilisant la relation précédente, que P, est un polyndme de degré n et

déterminer le coefficient dominant a,, de P,,, c’est-a-dire le coefficient de X™ dans P,,.

Partie 11

Dans cette partie, n désigne un entier naturel fixé supérieur ou égal a 2. On note
'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n, et B,
labase (1, X,...,X") de E. Soit ¢ I'application qui, a tout polynoéme P de E, associe le
polynome ®(P) défini par :

®(P)=3XP + (X2—1)P".

1. Vérifier que ® est un endomorphisme de F.
2.a. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminer ®(X¥).
2.b. Déterminer une base de I'image de ®.

2.c. Déterminer une base du noyau de ®.

3. On considére les polynomes F,, P, ..., P, définis dans la premiere partie.
3.a. Vérifier que la famille (P, P,, ..., P,)) est une base de E.

3.b. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminer ®(F,). On pourra utiliser le résultat

de la question 3.b de la premiére partie.
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3.c. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®.

3.d. Pour tout entier k tel que 0 < k < n, déterminer I'ensemble S, des polynémes P de
E tels que ®(P) = P,.

Probléme 2

On considere l'application f : [0; +oo[— R définie, pour tout x € [0; o0, par :
w/2
f(z) = / (sint)® dt.
0

En particulier: f(0) =

NN

Etude de f

1. Montrer que f est décroissante et est positive ou nulle.

2. Démontrer: Vz € [1;+00[, (z+1)f(x+1)=xf(z—1).
/2
On pourra intégrer par parties / (sint)®*! dt, en remarquant
(sint)®! = (sint)® sint. :
On note g : [0; +00[— R l'application définie par :
Ve € [0;400, g(z)=(x+1)f(x+1)f(x).
3.a. Montrer que g est 1-périodique, c’est-a-dire : Vo € [0; +o0], g(z+ 1) = g(z).
3.b. En déduire : Vz € [0;400], VR EN, g(x+n)=g(x).
3.c. Montrer: VneN, g(n)= g
4.a. Soit z € [0;1].

4.a.i. En utilisant 1, montrer :

VneN, 0<(xz+n+1)f(n+1)fin+2)<glx+n)<(x+n+1)f(n)f(n+1).
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4.a.ii. En déduire :

an+x+1 an+x+1
A4 N N ————— <K < -
neN, 0so————=g@=<s—r

4.a.iii. Démontrer : g(z) = g
4b.Endéduire: V€ [0;+o00[, g(x)= g

5.a. Etablir : Ve [1;400], 0< f(x) < 21
x

5.b. En déduire la limite de f en +oc.

Convergence et somme de la série de terme général (—1)" f(n)

On note, pour toutn € N :

n

Sp =Y (=DFf(k).

k=0

1.a. Montrer que les suites (S5, ),cy €t (Ss,41),cn SONt adjacentes.

On pourra utiliser les questions 1 et 5 de 1’'étude de f.

1.b. En déduire la nature de la série de terme général (—1)" f(n).

On considere l'application ¢ : [0; g] —> R définie, pour tout ¢ € [0; g], par:

1
=
o) = T oz

2.a. Montrer :

/2 /2 i /2 .
o(t)dt = — = TV
b y l4cosu J,  2cos*(u/2)

/2
2.b. Calculer : / o(t) dt.
0

w/2
3. Onnote, pour toutn e N: D, = / o(t)dt—S,,.
0
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3.a. Montrer, pour tout n € N :
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/2 1 n /2 . n+1t
D, = — “Dksin®t | dt = —1”*1/ Lclt
" /o (1+sint Z( )6l ) (=1) b 1+sint

3.b. Endéduire: lim D, = 0.

n
n—+o0o

3.c. Quelle est la valeur de
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