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Exercice 1

La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Soit f,, la fonction définie sur R, = [0, 4+-o0[ par :

VeeR,, f,(z)=1—2—2a"

1) Montrer que 1’équation f, (z) = 0 d'inconnue = posséde une seule solution, notée w,,.
2) a) Vérifier que u,, appartienta |0, 1[.

2) b) En déduire le signe de f,, . (u,,) puis établir que la suite (u,,) est croissante.

2) c¢) Conclure que la suite (u,,) converge et que sa limite appartient a [0, 1].

2) d) Montrer par l’absurde que nl_l)IJlrnOO u,, = 1.

3) Pour tout entier naturel » non nul, on pose v, =1 — u,,.

3) a) Justifier que v,, est strictement positif, puis montrer que Inv,, ~ —nv,, lorsque

n — —+oQ.

3) b) Etablir que :

(—lnvn)
In
lim ——n

nstoo  —Inw, ’

et en déduire que Inv,, ~ —Inn lorsque n — +ooc.

1
3) c) Montrer enfin que v,, ~ nn lorsque n — +o0.
n
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4) Donner la nature des séries de termes généraux v,, et v2.

Exercice 2

On considére 1'espace euclidien R?, muni du produit scalaire ( , ) défini par :
P p p

V(z,y) € (R®)?, = (21,29,23), ¥=Y1,¥2.¥3), (2, Y) =Ty + ToYy + T3Ys.

La norme du vecteur x est alors définie par |z|| = \/(z, x).

On considére un endomorphisme f de R® qui vérifie la condition suivante :

V(z,y) € (R%)?  (f(2),y) = —(z, f(y))-
1) Etablir que Vz € R3, (f(z),z) = 0.

2) On admet que I'endomorphisme f considéré posséde au moins une valeur propre
réelle. Montrer, en utilisant 1’égalité obtenue a la question 1), que 0 est la seule

valeur propre de f.

Dans la suite, on se propose de montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la

matrice de f est de la forme :

0 o O
A=|1_a 0 0|, avecaeR.
0 00

3) Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires orthogonaux dans R3.

4) Résoudre le probleme posé si dim Ker(f) = 3.

3/9



% Prépa Simple EDHEC — Mathématiques — 2018

5) On suppose, dans cette question, que dim Ker(f) = 2.

5) a) Montrer que l'on peut trouver une base orthonormale B = (e}, 5, ¢5) de R?, ot ¢,

appartient a Im(f) et ol1 (e,, e5) est une base orthonormale de Ker(f).

5) b) Montrer que la matrice de f dans la base B est de la forme :

5) c) Vérifier que Im(f) est stable par f puis montrer que b et ¢ sont nuls.

5) d) En considérant le réel (f(e;), e;), donner la valeur de a. Que dire de '’hypothése
dimKer(f) = 2?

6) On suppose, dans cette question, que dim Ker(f) = 1.

6) a) Montrer que I'on peut trouver une base orthonormale B = (e, e,, ¢5) de R?, ot

(e, ey) est une base orthonormale de Im( f) et ot1 e5 appartient a Ker(f).

6) b) Montrer que la matrice de f dans la base B est de la forme :

a b 0
A=1lc d o
000
6) c) Montrer que a et d sont nuls et que ¢ = —b.

6) d) Conclure.
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Exercice 3

On admet que toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies

sur le méme espace probabilisé, que l'on ne cherchera pas a déterminer.

On considere une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 1/2 et
onpose Y = v .X.

1) On rappelle qu’en Python, apres 'importation import numpy.random as rd, la
commande rd.exponential (scale=1/lambda_) simule une variable aléatoire
suivant la loi exponentielle de taux A > 0, représenté par lambda_. Ecrire une ou

plusieurs commandes Python utilisant rd. exponential et permettant de simuler Y.

2) a) Déterminer la fonction de répartition Fy- de Y.

2) b) En déduire une densité fy- de Y.

3) a) Rappeler la valeur du moment d’ordre 2 d"une variable aléatoire Z suivant la loi

normale centrée réduite.

3) b) En déduire que Y a une espérance et donner sa valeur.

4) Onpose U =1—eX/2,

4) a) Vérifier que U prend presque stirement ses valeurs dans [0, 1].

4) b) Déterminer la fonction de répartition F;; de U et reconnaitre la loi de U.

4) c) Exprimer X en fonction de U, puis en déduire une simulation Python de YV’
utilisant uniquement rd.random() comme générateur aléatoire. Cette commande
renvoie un réel suivant la loi uniforme sur [0, 1. On pourra utiliser np.log et

np.sqrt apres l'importation import numpy as np.
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Probléme

Dans ce probleme, on désigne par A un réel strictement positif.

On admet que toutes les variables aléatoires présentées dans ce probléme sont définies

sur un méme espace probabilisé, que 1’on ne cherchera pas a déterminer.

On s’intéresse aux appels parvenant a un central téléphonique et on suppose, d'une
part, qu’ils arrivent de facon indépendante au central, et d’autre part, que le nombre
d’appels recus par le central pendant un certain intervalle de temps est indépendant du

nombre d’appels recus pendant un intervalle de temps disjoint du précédent.

On ne compte aucun appel a I'instant initial 0. Pour tout réel ¢ > 0, on note [V, la variable
aléatoire égale au nombre d’appels recus par le central pendant I'intervalle de temps

[0,t] et on pose, pour tout entier naturel n, p,,(t) = P(N, = n).

1) Justifier que p,(0) = 1 et p,(0) = 0 pour n > 1. En déduire la loi de N,,.

On admet que, pour tout entier naturel n, p,, est dérivable sur R, et que :

p6 (t) = _)‘pO (t)a

p;(t) = _)‘pn(t) + )‘pn—l(t) pOllI' nc IN*.

2) Pour tout entier naturel n et pour tout réel t > 0, on pose f,,(t) = e p,, (1)

2) a) Montrer que la fonction f, est constante, puis utiliser la premiere question pour

déterminer cette constante.
2) b) Exprimer, pour tout n € N*, f/ (¢) en fonction de A et f,,_;(¢).
2) ¢) On suppose que, pour un certain entier naturel n non nul, ona:

(At)"

Vt>0, f, ,(t)= =TT
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2) c¢) (i) Montrer qu’il existe une constante K telle que :

(A"

n!

vt >0, f,(t)= +K.

2) c) (ii) En utilisant la valeur de p,,(0) pour n > 1, donner I'expression explicite de

f.,(t) en fonction de A, n et .

3) a) Donner p,,(t) pour tout entier naturel n et pour tout réel ¢ > 0.

3) b) Conclure que N, suit la loi de Poisson de parametre A\t pour ¢t > 0, et préciser la loi
de N,.

4) Pour tout entier naturel n > 1, on note S, la variable aléatoire égale a I'instant ot1

survient le n-ieme appel.

4) a) Comparer, pour tout réel ¢t > 0, les événements (S; > t) et (N, = 0) puis

reconnaitre la loi de S;.

4) b) Comparer, pour tout réel ¢t > 0, les événements (S,, > t) et (N, <n —1).

4) c) Montrer que S,, est une variable a densité dont une densité est la fonction f,,

définie par :

At e M sit>0
fot) =3 (n=1)! ’
0 sit <O0.

5) Soit (¢, u) un couple de réels tels que 0 < u < t.

5) a) Justifier sans calcul que les variables aléatoires N, et N, — N,, sont indépendantes.
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5) b) Etablir I'égalité suivante :

5) c) En déduire la valeur de P(N, — N,, = 0) puis celle de P(N, — N, = 1).

5) d) Montrer par récurrence que :

VneN, P(N,—N,=n)= Me*(t—u).

6) On pose, pour toutw € 2 :

et on admet que R, est une variable aléatoire.
6) a) Décrire ce que représente la variable aléatoire R,.

6) b) Utiliser le systeme complet d’événements ((IN, = n)),,c) pour montrer que :

VE>0, Yuel0,t, P(R,>u)= ZP ((Sp >u) N (N, =n)).

6) c) Utiliser la question 4) b) pour établir la relation :

p—l

+00 n—
vVt >0, Vuel0,t], P(R,>u) P((N,=4)N(N,— N, =n—1)).

=11

3
I
o
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6) d) Montrer enfin que la fonction de répartition de R,, pour ¢t > 0, est la fonction F,

définie par :

0 siu <0,
Fi(u) = q et si0<u<t,

1 siu > t.

6) e) La variable R, est-elle a densité ? Est-elle discrete?
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