@

PREPASIMPLE

EDHEC

Mathématiques

1993

Sujet de mathématiques approfondies

Mathématiques approfondies — Prépa ECG

Annales de concours - Sujet



@ Prépa Simple EDHEC — Mathématiques — 1993

Exercice 1

On rappelle que, pour tout nombre réel z :

sin(3z) = 3sinz — 4sin® z.

1) On note ¢ I'application de [—1, 1] dans R définie par :

Vte [—1,1], o¢(t) = 3t — 4t3.
a) Démontrer que: Vt € [-1,1], ¢(t) € [-1,1].

b) Etablir que, pour tout couple (¢,¢') d’éléments de [—1,1] :

|6(t) — o(t")] < 9[t —1'].

2) On définit une suite (f,,),~, de fonctions numériques par f,(z) = = et la relation de

récurrence :

T T

22 £ =36 (5) 4 (5 (5))

Ecrire une fonction Python d’en-téte def f(n, x): qui fournit la valeur de f,(z), pour

un entier n > 1 et un réel z.

3) Prouver que :

|z

Ve e [-1,1], VneN, |f,(z)—sinz|< 5 97"

Que peut-on en conclure ?
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Exercice 2

On considére la matrice carrée A d’ordre n > 1 a coefficients réels :

1 1 1 1

12l 3! n!

1 1 1 1
Al 3 4l (n+1)

1 1 1 1

n! (n+1)! (n+2)! (2n —1)!

La ligne d’indice ¢ de cette matrice est donc :

11 1 1 )
(H%r+nra+2W“”@+n—1ﬂ'

Ty

1) On considére un vecteur colonne X = tel que AX = 0.

On lui associe la fonction polyndéme P, définie sur R par :

a) Onpose f(t) = t"P(t). Calculer f(1), f/(1),..., f*=1(1).
b) En déduire les dérivées successives de P au point 1.

2) Démontrer que P est nul et en déduire que A est inversible.
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Exercice 3

Un appareil est constitué de composants électroniques. Lorsque 1'un de ceux-ci tombe
en panne, il est remplacé immédiatement. Si n est un entier naturel non nul, on note 7,
la variable aléatoire égale au temps, compté en semaines, écoulé entre 1'instant 0 et
I'instant de la n-ieme panne survenant a I'emplacement d"un composant donné. Si ¢ est
un réel strictement positif, on note [V, la variable aléatoire égale au nombre de pannes

du méme composant dans 'intervalle de temps |0, ¢].

On suppose que N, suit une loi de Poisson de parametre At, avec A > 0.

1) a) Comparer les événements (7 > t) et (N, = 0).

b) Reconnaitre la loi de T}.

2) a) Exprimer la probabilité de I'événement (7}, > t) pour ¢ > 0.

b) Montrer que 7, est une variable aléatoire a densité, dont on donnera une fonction de

densité de probabilité.

3) On considére deux composants identiques au précédent. Etudier la loi de probabilité
de T, variable aléatoire égale au temps écoulé entre l'instant 0 et I'instant de la
premiere panne de I'un des deux composants. On précisera des hypotheses

d’indépendance raisonnables que 1'on sera amené a faire.

Probléme

Notations

Pour tout entier naturel non nul n, on note :

Hy=1+2+ +1—zn:1 S,=1+ >+ +1—2n:1
T2 no Lk moT 22 n? =k
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fn» 9, sont les fonctions numériques définies sur R, = [0, +-o0[ par:

n!
z+1)(z+2)(z+n)

fol) = ;m(wg), 9u(2) = 7

1/\/H, 1
/ gn(z) dz.

o b

E,, est1’espace vectoriel des fonctions polyndmes a coefficients réels de degré au plus

égalan —1.

Partie 1

1) a) La suite de terme général H,, est-elle convergente? La suite de terme général S,

est-elle convergente ?

b) Pour tout nombre réel positif ou nul z, prouver les inégalités :

2

x—%gln(l—l—x)gw. (1)

1
c) En appliquant la double inégalité (1) a =z = 7 pour k=1,2,...,n, montrer que

H, ~ In(n) quand n tend vers l'infini.

2) a) Exprimer g, (z) al'aide de f,(z), pour z € R_.
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b) En déduire, a ’aide de la double inégalité (1), les inégalités :

e ®Hndy < U, < eSn/2Hn) e *Hn du.

/U\/Hin /U\/Hin
0

0

1
c) En conclure que U, ~ T quand n tend vers +oc.
n

d) Montrer de fagon analogue les inégalités :

S, /2
0<V, < e—\/HneH

n

1
e) Démontrer que V, =o (F) quand n tend vers l'infini.

n

< 1
3) ATlaide des questions précédentes, établir que I, ~ —— quand n — +ooc.

In(n)

Partie 2

1) On consideére la famille (e, e, ... ,€,,) d’éléments de E,, définie par :

Vke{l,...,n}, ex)=(x+1)(z+k—1(z+k+1)(x+n)= H (x +1).
§7,7<€n

i+
Un produit sans facteur vaut 1.

a) Montrer que cette famille est libre. En déduire que c’est une base de E,,.
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b) En déduire I'existence de coefficients A, A, ..., A, réels tels que :

Ve eR, nl= Z)\kek(:l:).
k=1

c) Calculer A, en fonction de n et du coefficient binomial (} ).

2) Déduire de la question 1 de la partie 2 la formule :

I, = nzn:(—l)kﬂ (Z: 1) (In(k+1) —Ink).

3) Utiliser cette égalité et 'équivalent de I,, obtenu dans la partie 1 pour justifier

I'équivalent :

— 1)kt " In(k+1 ~L uand n — +oo.
nlnn g
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