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EXERCICE 1

Ecricome — Mathématiques — 2018

Notations. Pour X,Y € M, (R), (X,Y) = ‘XY est le produit scalaire canonique, et la

base canonique est orthonormale pour ce produit scalaire. On identifie un vecteur de F

a la colonne de ses coordonnées dans la base canonique. La matrice de u o v dans la base

canonique est AB, celle de u o u est A%

Partie 1

Question 1.

Il s’agit de vérifier que u o u = u et v o v = v, c’est-a-dire, en passant aux matrices dans la

base canonique, que A? = A et B> = B. On note que 1 + a? > 0, donc A est bien définie.

Méthode 1 — Calcul direct des carrés.

1 a
Posons A, = . Alors :
a a?
14+a? a+d®
A2 =
a -+ a® a? -+ at
1 1
Donc A2 = 2

- A2 =
1+a?)?°  1+d°

De méme, avec J =

AO:

1 a
= (1+a?) = (1+a?)A,.
a Cl2
A.
2 2 ]
=2J,donc B?= ZJQ =
2 2
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Méthode 2 — Ecriture comme projection sur une droite.

1 1 1 a
Posons W = etW’' = .OnaW'W = et 'WW =1+ a?, donc
a 1 a a?
A= L _W'W.Deméme B= ——W W’
tWw ' tww’ '
1
Pour toute colonne non nulle V, posons Py, = v V V. Comme *VV est un réel non
nul, I'associativité du produit matriciel donne :
1
B = V(IVV)TV = ViV = Py.
Vo (tvy)? vv) vy v
q q 2 2 <V7 X> q q
Ainsi A* = Aet B = B.Deplus PyX = V2 V : u est la projection orthogonale sur

la droite Vect((1,a)) et v la projection orthogonale sur Vect((1,1)).

La méthode 1 est un calcul immeédiat; la méthode 2 met en évidence la structure
(projection orthogonale sur une droite), qui donne aussi directement le rang de v et de v

et prépare la partie 2.

Conclusion

uou = uetvov=uv,doncuetwvsontdes projecteurs.

Question 2.(a)

< ifié : u urce, i i ue uov
Enoncé rectifié : dans le document source, la question affirme que estderang 1
pour tout réel a. C’est faux pour a = —1, olt u o v est 'endomorphisme nul. L'énoncé a

été complété pour traiter ce cas.

On détermine les rangs a I'aide des colonnes des matrices.
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Rang de u. Les colonnes de A sont

1 1
1+ a2
a
et
@ 1
1+ a2
a

1
Elles sont colinéaires a et la premiere est non nulle (sa premiére coordonnée vaut
a
! #0). Doncrg(u) =rg(A) =1
. u) = = 1.
1+ a? & &

Rang de v. Les deux colonnes de B sont égales a

111
5 7&07
1
donc rg(v) = 1.
Rang de u o v. On calcule :
1 a 11 1+a 1+a 11
= =(1+a)
a a? 11 a+a®> a+a? a a
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1 11
Donc AB = c,M avec c, = % et M =
2(1+a%)
a a
1
Les deux colonnes de M sont égales a #0,doncrg(M) = 1.
a

Sia# —1,alors ¢, # 0 etrg(AB) =rg(M) = 1.

Sia =—1,alorsc, =0et AB = 0: u o v est'endomorphisme nul, de rang 0. On peut

I'interpréter : pour a = —1,

Ker(u) = {(z,y) : + —y =0} = Vect((1,1)) = Im(v).

Conclusion

uetvsontderang 1;ucvestderanglsia # —1,etucv=0sia = —1.

Question 2.(b)

On calcule I'image de z, de colonne X, =

1 +a (]. + Cl)2
MX, = = (1+a)Xo, donc ABX, =c,(1+a)Xo = 577 5 Xo-

@ AL @

Comme X, # 0 (sa premiére coordonnée vaut 1), x,, est un vecteur propre de w o v,
(1+ a)?

associé a la valeur propre \ = .
\ p p a 2(1 + a2)
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Conclusion

pour tout réel a, =, est vecteur propre de u o v pour la valeur propre A,.

Question 2.(c)

Cas a # —1. D’apres 2.(a), rg(u o v) = 1, donc par le théoréme du rang
dimKer(uov) =2—1=1:Ker(uowv) # {0} et 0 est valeur propre. Plus précisément
MX = 0équivaut a  + y = 0, donc I'espace propre associé a 0 est Vect((1,—1)).

De plus A\, # 0 puisque a # —1. Ainsi 0 et A, sont deux valeurs propres distinctes. Il ne
peut y en avoir d’autre : des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

forment une famille libre, et une famille libre de R? a au plus deux éléments.

Casa = —1.0nawuov =0, dont la seule valeur propre est 0; on remarque que A_; = 0.
Conclusion
(1+a)? A
dans tous les cas,  Sp(uev) = <0, Tk ensemble réduit a {0} lorsque
a

a = —1.

Question 3.(a)

Il suffit de montrer que 0 < A, < 1. D’abord A, > 0 comme quotient d"un carré par un

réel strictement positif. Ensuite, puisque 2(1 + a?) > 0:

MN<1 = 1+a0)?<2(1+ad?) <= 1+2a+a?><2+2a? < 0<a?—2a+1

a

= (a’ - 1)27

ce qui est vrai.
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Conclusion

les valeurs propres de u o v, a savoir 0 et \,, appartiennent a [0, 1].

Question 3.(b)

On cherche les réels a tels que (AB)? = AB.

Méthode 1 — Calcul de (AB)>.

On a

1 1 l1+a 1+4+a
M? = = =(14+a)M.

a a a+a® a+a?

Donc:

(AB)2 =c2M?*=c2(1+a)M et AB=c,M.

Comme M # 0,0ona (AB)? = AB < c2(14+a) =c, < c,(c,(14+a)—1)=0.

Orc,=0 <= a=—1,et

cl+a)=1 < M\, =1 < (1+a)?=2(1+0a?) < (a—1)2=0 < a=1

(par le calcul de 3.(a)).
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Méthode 2 — Par le spectre.

Si u o v est un projecteur p et si z est un vecteur propre associé a \, alors p?(z) = Az et
p(z) = Az, donc A\? = X et A € {0, 1}. En particulier \, € {0,1}, c’est-a-dire a = —1
(A, =0)oua=1 (N, =1,dapres3.(a)).

Réciproquement, si a = —1, u o v = 0 est un projecteur. Si a = 1, alors u o v posséde deux

valeurs propres distinctes 0 et 1 en dimension 2, donc est diagonalisable : AB = PDP~!

0 0
avec D = ,et (AB)? = PD?P~! = PDP~! = AB. On peut aussi remarquer que

01

poura=1, A= B,doncucv=vov=u.

La méthode 1 est un calcul direct; la méthode 2 utilise le fait qu'un projecteur n’a que 0
et 1 pour valeurs propres et réutilise le spectre trouvé en 2.(c), ce qui évite le calcul

matriciel.

Conclusion

u o v est un projecteur si et seulementsia € {—1,1}.

Partie 2

Dans cette partie, u et v sont des projecteurs symétriques. La base canonique étant
orthonormale, leurs matrices sont symétriques : tA=A,'B = B;cesontdes

projecteurs : A2 = A, B? = B.
Question 4.

Egalité. Pour X € M, 1(R):

|BX|? = {(BX)(BX) = X'BBX =X B*X = X BX = (X, BX) = (BX, X),

la derniere égalité par symétrie du produit scalaire.
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Inégalité.

Méthode 1 — Inégalité de Cauchy-Schwarz.

D’apres 1'égalité et Cauchy-Schwarz :  |BX|? = (BX, X) < |BX]| |X]|.Si BX =0,
I'inégalité
| BX] < [X]-

BX| < |X| est claire. Sinon, on divise par |BX| > 0 et on obtient

Méthode 2 — Théoreme de Pythagore.

Ecrivons X = BX + (X — BX). D’apres I'égalité,
(BX,X — BX) = (BX, X) — | BX|? = 0. Par Pythagore :

|X|* = IBX|* + | X — BX|* > | BX|?,

d’ou

BX| < | X| par croissance de la racine carrée.

La méthode 1 est la plus rapide; la méthode 2 montre la géométrie sous-jacente : BX est

la projection orthogonale de X, et X — BX lui est orthogonal.

Conclusion

pour tout X, |BX|? = (BX, X) et | BX|| < | X].

Question 5.

Ona'C ='B'A'B = BAB = C. La matrice C est donc une matrice symétrique réelle.
D’apreés le théoréme spectral, elle est diagonalisable dans M ,(R) (et méme avec une

matrice de passage orthogonale).
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Conclusion

C est diagonalisable dans M, (R).

Question 6.(a)

Ona X #0etCX = \X. Alors:

|ABX|? =tXtB*AABX =X BA2BX ='X BABX =X CX = A\*XX.

Conclusion

|ABX|? = X X,

Question 6.(b)

Les valeurs propres de C sont réelles (on travaille dans M, (R)). Comme X # 0,

| X|? > 0, et d’apres 6.(a) :

_ 1ABX]|?

A= > 0.
| X2

Conclusion

toute valeur propre de C est un réel positif.

Question 7.(a)
Ona X #0, ABX = uX et u # 0.

On calcule, en utilisant B> = B :

C(BX) = BAB?>X = BABX = B(uX) = uBX.

Il reste a voir que BX # 0:si BX = 0, alors pX = ABX = 0, ce qui est impossible
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puisque p # 0 et X # 0.

Donc BX est un vecteur propre de C associé a la valeur propre p. D'apres 6.(b), i > 0,

et comme p # 0, u > 0.

Conclusion

BX est vecteur propre de C et pi > 0.

Question 7.(b)

En multipliant ABX = ;X a gauche par A et en utilisant A? = A: A?BX = pAX, soit
ABX = uAX.

Onadonc uX = ABX = pAX, etcomme pp #0: AX = X.

Conclusion

ABX = pAX et AX = X.

Question 7.(c)

En utilisant X = AX puis’A = A:

(X,BX) = (AX,BX) =tXtABX ='X ABX =X (uX) = p| X|?.

Conclusion

(X, BX) = ulX|?.

Question 8.
Soit 1 une valeur propre de AB.
Sip=0,alors p € [0, 1].

Sip # 0, soit X un vecteur propre associé. D’apres 7.(a), 4 > 0. D’apres 7.(c) puis la

question 4 :
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plX|? = (X, BX) = | BX|* < | X]|*.
Comme || X|? > 0, on obtient z < 1.

Conclusion

Sp(AB) C [0, 1]. On retrouve le résultat de la question 3.(a) dans le cas de la partie

1, ott A et B sont des matrices de projecteurs symétriques.

EXERCICE 2
Question 1.
Comme /5 > 1,ona ¢ = 1+2\/3> 1;1 =1.

Méthode 1 — Vérification directe.

o 1+2V5+5 3+V6

Ona ¢ i > =p+1,doncp? —p—1=0.
—1\* -1 1+ — 2

Comme ¢ # 0,0on a (—) ———1= +SD2 2
¥ ¥ ¥

—1l
Lesréels ¢ > 0et — < 0sont distincts, et un polyndme non nul de degré 2 a au plus

¥
deux racines : ce sont donc exactement les solutions de 1’équation.

Méthode 2 — Résolution par le discriminant.

1 5)
Le discriminant de 2 — 2 — 1 vaut 1 +4 = 5 > 0, donc les solutions sont +2\/_ =pet
1—+5 1 2 2(v5 —1) V5 —1 l—«/B =
.Or — = = = , donc = —.
2 ¢ 1+vV5 (V5+1)(V5-1) 2 2 @
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La méthode 1 se contente de vérifier; la méthode 2 retrouve les solutions et donne au
, . . 1 V5—1
passage l’expression utile R e o —1.

Conclusion

—1
¢ > 1 et les solutions de 7> —x — 1 = O sont ¢ et —. On retiendra ¢? = ¢ + 1 et
¥

—1 1
p——=¢+-=15
o o

Question 2.(a)

La fonction f est polynomiale en (x,y), donc de classe €2 (et méme €°) sur 'ouvert R2.

Conclusion

f est de classe €2 sur R2.

Question 2.(b)

On annule le gradient. Pour (x,y) € R?:

alf(x?y) =6$2—6y, an(xay) :—6Z’+6y—6

Le point (z, y) est critique si et seulement si y = x? ety = x + 1, c'est-a-dire si et

seulementsiy = z?etz? — 2 —1=0.
IS . 1 .
D’apreés la question1, z = pou z = s etalorsy =2° =z + 1.

Pourz=¢p:y=¢+1.

1 1 1
Pour r=——: y=—= ,car ¢ = p+ 1.
2 e e+l
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Conclusion

1 1
les seuls points critiques de f sont (¢, + 1) et (—— —)

o p+1

Question 2.(c)

La fonction f est de classe €? sur I'ouvert R2. On calcule la hessienne et on détermine le
signe de ses valeurs propres. Ona 07 , f(z,y) = 12z, 97 , f(x,y) = 03, f(z,y) = —6,
95 o f(x,y) = 6, donc:

Aux deux points critiques, 1’abscisse = vérifie 2?2 = x + 1; on traite les deux points

simultanément.

Méthode 1 — Vecteurs propres explicites.

1 1
Posons Y; = etY, = , non nuls. On calcule :
z+1 z—2
122 — 6z — 6 6x — 6 6z — 6 6x — 6
H)Y, = = et (6x—6)Y; = = ,
—6 + 62 + 6 6z 622 — 6 6

en utilisant 622 — 6 = 6(z + 1) — 6 = 62. Donc H,Y; = (6x — 6)Y].
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12z — 6 + 12 6x + 12 6x + 12
H,Y, = = et (6x+12)Y, =
—6 + 6z — 12 6x — 18 622 — 24
6r + 12
6x — 18

en utilisant 622 — 24 = 6x + 6 — 24. Donc H,Y, = (6z + 12)Y5,.

Les réels 6x — 6 et 6x + 12 sont distincts (leur différence vaut 18); ce sont des valeurs
propres de H, etil n'y en a pas d’autre, car des vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes forment une famille libre, qui a au plus deux éléments dans M, ; (R).
Ainsi Sp(H,) = {6z — 6, 6z + 12}.

Au point (¢, o+ 1) : 60 —6 > 0car ¢ > 1, et 6p + 12 > 0. Les deux valeurs propres sont

strictement positives : f présente un minimum local strict en ce point.

. 11 1
Au point (—;,m> :comme @ > 1, x:—a €]—1,0[, donc 6z —6 < O et
6x 4+ 12 > 0. La hessienne a une valeur propre strictement négative et une strictement

positive : ce point est un point selle, f n'y présente pas d’extremum local.

Méthode 2 — Etude de la forme quadratique associée.

PourY = ,ona:

q,(Y)=*YH,Y = 12zh? — 12hk + 6k* = 6(k — h)? + (122 — 6)h>.

La matrice H, est symétrique réelle; par le théoréme spectral, il existe une base
orthonormale (V;, V,) de vecteurs propres, associés a des valeurs propres réelles A;, \,.
SiY =c, V) + ¢V, alors ¢, (V) = A\ e + A\yc2, et g, (V;) = ),

i
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Au point (p,p+1): 120 —6 > 0.51Y # 0 et q,(Y) =0,alors h =0et k= h = 0, ce qui
est absurde; donc ¢, (Y’) > 0 pour tout Y # 0. En particulier \; = ¢,(V;) > 0: les deux

valeurs propres sont strictement positives, d’ott un minimum local strict.

, 1 1 1 1 0 _
Au point (——, —) :avec x =——,onag, =12z <0etgq, =6>0.Si
p o+l ¢
0 1
les deux valeurs propres étaient positives ou nulles, g, serait positive; si elles étaient

négatives ou nulles, ¢, serait négative. Donc H, a une valeur propre strictement

négative et une strictement positive : point selle.

La méthode 1 donne les valeurs propres exactes, la méthode 2 n’en donne que les signes
mais s’applique sans deviner de vecteurs propres; elle est utile lorsque les valeurs

propres ne sont pas simples a expliciter.

Compléments. En utilisant y = 22, 2° = 2z + 1 et 2* = 32 + 2, on obtient
f(o,p+1) = —5p — 4. Ce minimum local n’est pas global, puisque f(x,0) = 223 tend

vers —oo quand z tend vers —oo.

Conclusion

1 1
f admet en (¢, ¢ + 1) un minimum local strict (non global), et (——, T) est

un point selle.

Question 3.

Méthode 1 — Récurrence.

Pour n € N, notons P(n) : u,u, ., —u3,; = (—1)".

Initialisation : uy = u; +uy = 1, donc uguy —u? =0—1=—1= (—1)L

Hérédité : supposons P(n) vraie. Avec u,, 5 = U, o + Uy PUIS Uy g — Uy ] = Uy,
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2 _ 2 2 _ .92 B _ .2
Uy 1 U3 — U g = Up Uy ig + Un g — Upio = Up g — Upyo(Up o — Upiq) = Up iy

— UpyoUpy.

Par hypotheése de récurrence, ce terme vaut —(—1)""! = (—1)""2: P(n + 1) est vraie.

Méthode 2 — Par la forme explicite de la question 4.(b).

La question 4.(b) est établie sans utiliser la question 3: wu,, =

n

(" — ") avec

Sl

w:%’donc(‘pwz—1et@—¢:\/g.A10rSZ

B(Untinya — tpyq) = (O —P")(P"2 —F2) — (P — P2 =yt — gnopnt?

+ 2g0n+lwn+1.

En factorisant par (¢9)" = (—1)":

5(Uplnga — Uni1) = (=1)"(=9? — 0? + 209) = —(=1)"(p — 9)? = 5(=1)"*.

La récurrence est la méthode attendue a ce stade; la seconde méthode montre comment
une formule explicite transforme une identité sur une suite récurrente en un calcul

algébrique.

Conclusion

pour toutn € N, u,u,, .o —uZ,; = (=1)"*5

Question 4.(a)

Code adapté en Python.
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On maintient l'invariant suivant : a la fin de l'itération d’indice k, v contient u;,_, et w
contient u,. Avant la boucle, v = u; et w = u;. A chaque itération, on calcule

Uy, = Uy_, + Uj_o dans une variable auxiliaire z, puis on décale.

Python
def suite(n):
v=0
w=1

for k in range(2, n + 1):

z=v +w
V=W
w =2z
u=w
return u

La boucle range(2, n + 1) parcourt k = 2, ..., n (borne supérieure exclue). A la sortie,
w = u,,. La variable auxiliaire z est nécessaire : écrire v = w avant de calculer la somme

ferait perdre u;,_,.

Code exécuté : les appels suite(n) pour n = 2, ..., 11 renvoient
1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, conformément a la définition.

Question 4.(b)

Méthode 1 — Théoréme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

La suite vérifie u,,,, = u,,., + u,,, d’équation caractéristique r* = r + 1, qui admet

—1
d’apres la question 1 deux racines réelles distinctes ¢ et —. D’apres le cours, il existe
¥

—1\"
des réels \, u (uniques) tels que w,, = Ap™ + i <—> pour tout n.
¥

Les conditions initiales donnent: uy =0: A+ pu=0;u; =1: Ap— B — 1. Avec
12

1 1
h=—\: A(go+—>:1,et ¢+ — = /5 (question 1). Donc A = et pu=—
¥ ¥

S~

S
V5
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Méthode 2 — Vérification et récurrence double.

1 —1\"
Posons, pour n € N, wn:—<g0"—(—> ).Onaw =0et
5 V5 © 0

1 1
Wy = — <90 + —) = 1. Pour toute racine r de 2% —x — 1,

V5 ©

rt2 =2 = (r 4 1) = " 4" donc w,, o = w4 + W,

Par récurrence double, u,, = w,, pour tout n : c’est vrai pour n = 0etn =1, et siu, = w,

etu, ; =w, j,alorsu, o =u, ; +u, =w,  +w, =W,

La méthode 1 applique le théoreme du cours et détermine les constantes; la méthode 2

est autonome, utile pour contréler une formule déja connue.

Conclusion

1 1 "
pourtoutn € N, u, = —590” - — (—) ,s0it A =

ot

Question 4.(c)

D’abord, u,, > 0 pour toutn > 1:u; =uy, =1>0,etsiu, >0etu,,, >0,alors
Up41

Upio = Uy +u, > 0 (récurrence double). Le quotient est donc défini pour n > 1.

n

1
Posons p = ——.Comme ¢ > 1, |p| < 1, donc p" — 0. En divisant numérateur et

dénominateur par o™ # 0 :

1 n+1
Q0n+l o <_> 1 o]
Up+1 _ ¥ _ P
u, n" Y 1
n SD'n, _ <_> p
¥
5 1 — pntl
ou 1—p"= \/_:f > 0. Par opérations sur les limites, P 1
1—p"
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Conclusion

A U
la suite ( et ) converge vers o.
U,
n>1

ES

Question 5.(a)

Pourn > 1, u, > 0etu,, ,; > 0, donc la série est a termes strictement positifs.

Méthode 1 — Par un équivalent.

D’aprés 4.(b), v5u, = ¢"(1 — p") avec p" — 0, donc  u,, ~ % Par produit et quotient

d’équivalents :

1 5 5 < 1 )"
UpUp41 902n+1 ¥ 902 .

1
2

4
les séries a termes positifs, la série

La série géométrique de raison €10, 1] converge. Par le critere d’équivalence pour

unun+1

converge.

Méthode 2 — Par une minoration de u,,.

Montrons par récurrence double que u,, > ¢ 2 pour toutn > 1. Pourn = 1:

1 0 @i 17imdaalits .
u =12 ;.Pourn:Q:ugzlzgp . Sil'inégalité est vraie aux rangs n et n + 1, alors :

Upsa = Upyp + Uy 2 Q"1+ "2 = 0" 2(p+ 1) = 9" 2p? = o™
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n

1 1 31 o] A0 -

Doncpourn>1: 0< S5 7=¢ (=] ,terme général d'une série
UpUp i1 ¥ ¥ ¥

géométrique convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, la série converge.

La méthode 1 utilise la formule explicite; la méthode 2 n’utilise que la relation de

récurrence et > = ¢ + 1, ce qui la rend indépendante de la question 4.

Conclusion

la série de terme général converge.

unun-i—l

Question 5.(b)

1

UpUgi1

(=DF

Ul

Pour k > 1, .D’apres 5.(a), la série

—1)*
Z()

UpUg

est absolument convergente, donc convergente. La suite (S,,),,~, est la suite de ses

sommes partielles.

Conclusion

la suite (S5,,),,~, converge.

Question 5.(c)

-1 n+1
Soit n € N*. Par définition, S, ., — S5, = L, avec u,, U, o > 0. D’aprés la
Up+1Un42

n+l _ 2 o
= U, Uy, o — Ui, 1, doONC:

question 3, (—1)

2
S S = UpUpio —Upi1 Uy Up+1
n+1 n - .
un+lun+2 un-i—l un+2
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Un

pour toutn € N*, 5, ., —5,

Up41

_ Ungr

Upt2

Question 5.(d)

Posons ¢, = s pour n > 1. D’apres 5.(c), S;;; — S; =t; —t;,,. Pourn > 2, par
Up41
télescopage :
n—1 n—1
Sn—81 = (Sjp1—5;) = Y (b5 —tj41) = t1 — by,
j=1 =1
— Uy Unp,
Or S, = =—let t{;=—=1Donc S,=-t,=— , formule encore
) Uy Ug Uy Upt1
vraie pour n = 1.
D’ N u?’H—l n
aprés 4.(c), —— — ¢ #0,donc — — et
Un, Unt1 P
+00 k
—1 1
(=1) =lim§S, = ——
=1 YkUkt1 2
Finalement
= (-D)F 1 _p+l_¢
1— :1—|——:—:—:(’0.
=1 YrUrks1 ¥ ¥ ¥
Conclusion
+oo k
—1
P S
=1 YkUk+1
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PROBLEME

Partie 1 - Variables vérifiant une relation de Panjer

Dans tout le probleme, NV étant a valeurs dans N, la famille (N = k), est un systéme

complet d’événements, donc la série

> P(N =k)

converge et

f P(N =k)=1.
k=0

Question 1.(a)

0
On raisonne par récurrence sur k € N. Pour k = 0: %P(N =0)=P(N=0).Sila

formule est vraie au rang k, la relation de Panjer avec a = 0 donne :

b b bk bk+1
PIN=k+1)=—P(N=k)=— - —P(N =0) = P(N =
( +1) k+1 ( ) k+1 k! ( 0) (k+1)! ( 0)
Conclusion
bk
pourtoutk € N, P(N =k) = EP(N =0).

Question 1.(b)

D’apres le rappel ci-dessus,

+fP(N =k)=1.
k=0
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Par la série exponentielle, et d’apres 1.(a) :

+

8
S

Ed

—_
Il
|
=
=
I
=
I
m@‘
i)
=
Il
N

i
)
&=

k

b
donc P(N =0)=e et P(N=kFk)= e_by pour tout k£ € N. On reconnait la loi de

Poisson de parametre b > 0 (et 'on a bien P(N = 0) = e # 1).

Conclusion

+00

Y P(N=k)=1,

k=0

N suit la loi de Poisson de parametre b, et E(N) = V(N) = b.

Question 2.(a)

2
Pour k > 1, la relation s’écrit P(N =k) =a (1 — E) P(N=k—-1).

2
Pour k = 2, le facteur 1— 3 est nul, donc P(N =2) =0.Si P(N = k) = 0 pour un

2
k> 2,al PIN=k+1)=a|l——— 0=0.
alors ( +1) a( k~|—1>x

Conclusion

par récurrence, P(N = k) = 0 pour tout k£ > 2.

Question 2.(b)

D’aprés 2.(a), P(N = 0) + P(N = 1) = 1. La relation pour k£ = 1 donne
P(N=1)=(a—2a)P(N =0)=—aP(N =0).Donc (1 —a)P(N =0) =1, soit:
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Commea <0,ona—a>0etl—a>—a>0,donc 1—_a €10, 1[. La variable N prend
—a

presque stirement ses valeurs dans {0, 1}.

Conclusion

N suit la loi de Bernoulli de parameétre

—a

Question 3.(a)

Pour k € [0,n], P(Z = k) = (})p"(1 — p)"*.Soit k € [1,n]. Ona:

(Z) __onl (k=Dn—k+ D! n—k+1

(ki1> Kl(n— k)l n! k

Donc

n—k+1/( n (1 —p)nhtt P n—k+1
P(Z=k=""C"0 pkl -
( ) (k )p P T %

- k —1
x P(Z=k—1),

cequiaunsenscar1l—p # 0.

Conclusion

P Xn—k+1
1—p k

pourtoutk € [1,n], P(Z=k)= x P(Z=k—1).

Question 3.(b)

—k+1 1
On écrit p_r vL_ B <n+ —

b
= 1] = — 5
1—p 2 —p 2 ) a—l—kavec
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On vérifie toutes les conditions de la définition.
a<0<l1.
P(Z=0)=(1—p)"# 1,carpe€0,1[etn > 1.

Pour k € [1,n], larelation P(Z =k)= (a + %) P(Z =k — 1) résulte de 3.(a).

b
_ 2 + v 0, donc le membre de droite est nul,

ntl  1—-p 1—p

Pourk=n+1: a—+
comme P(Z =n+1).

Pourk >n+2:P(Z=k)=0et P(Z=Fk—1) =0, donc la relation est vérifiée.

Conclusion

1
Z vérifie une relation de Panjer avec a = —IL et b= <n1+—)p
-p -p

Question 4.(a)
La relation pour k = 1 donne P(N =1) = (a + b)P(N = 0).

Montrons que P(N = 0) > 0.Si P(N = 0) = 0, la relation de Panjer donne par

récurrence P(N = k) = 0 pour tout &, ce qui contredit

io P(N=k)=1.
k=0

P(N =1)
D b=——7—=2>0.
onc a-+ P(N =0) 0

Remarque utile pour la suite : a + b # 0. En effet, sia + b = 0, alors P(N = 1) = 0 et, par
b

récurrence, P(N =k)= (a + E) P(N =k —1) =0 pour tout k£ > 1; alors

P(N =0) =1, ce qui est exclu. Ainsi a + b > 0.
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Conclusion

P(N=1)=(a+b)P(N=0)eta+b>0 (etmémea+b>0).

Question 4.(b)

Pour k > 1, la relation s’écrit kP(N = k) = (ak +b)P(N = k—1). En sommant pour k de

lampuisenposant j =k —1:

m m m—1
> kP = (ak+b)P(N=k—1)= ) (a(j+1)+b)P(N = ).
k=1 k=1 j=0

Par linéarité de la somme finie, on obtient la formule.

Conclusion

ikP(N =k) = am_l(k +1)P(N =k) + bmi:lP(N = k)
k=1 k=0 k=0

Question 4.(c)

Notations. Pour m > 0, posons

(avec T, = 0) et

F, = in:P(N — k) €[0,1].
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Une relation exacte. Comme

[y

(k+DP(N =k) =T, 1+ Fp 1,
k=0
la question 4.(b) donne 7, = aT,, | + (a + b)F,,_;. En remplacant
T, ,=T,—mP(N=m):

m

(1—a)T, = (a+b)F

m m

_1—amP(N =m).

Majoration. On distingue deux cas.

Si0<a<l:—amP(N=m)<0,a+b>0etF,, ,<1,donc(l—a)T,, <a+b.

b
Sia < 0:d’aprés4.(a), b > —a > 0. Soit ky un entier tel que &y > - (par exemple
b

b b
ko =|——] +1). Alors < —a,donc a+ — < 0. Légalité
a k, k

0
P(N =ky) = (a + kﬁ> P(N = k,—1) montre que P(N = k;) < 0,donc P(N = k;) =0,
0

puis par récurrence P(N = k) = 0 pour tout k > k. Par conséquent T;,, = T}, pour tout

m >k, : la suite (7,,) est stationnaire, donc majorée, et il en est de méme de ((1 —a)7,,,).

Dans les deux cas, la suite ((1 —a)T,,,) _ est majorée.

=

Existence de l'espérance. Comme 1 — a > 0, (7},,) est majorée; elle est croissante car ses
termes ajoutés kP(N = k) sont positifs. Par le théoréme de la limite monotone, elle

converge. La série

> kP(N =k),

a termes positifs, converge donc absolument : N admet une espérance, et
E(N)=1lmT,,.

Valeur. Le terme général d"une série convergente tend vers 0, donc mP (N = m) — 0. De

plus F,,_; — 1. En passant a la limite dans la relation exacte : (1 —a)E(N) = a + b.
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Conclusion

b
N admet une espérance et E(N) il i .
—a
Question 4.(d)
Notons
=> k*P(N =
k=1

pour m > 0 (avec U, = 0).

Une relation exacte. En multipliant par & la relation kP(N = k)

=k)=(ak+b)P(N=k—1),
puisenposant j =k —1:
m m—1 m—1
Up=> klak+b)P(N=k—1)=a» (j+1)*P(N=4)+b> (j+1)P(N =j).
k=1 Jj=0 j=0
Comme
m—1

(j+1)2P(N=4)=U

m—1 + 2Tm71 + mel
7=0
et
m—1
7=0
Um = G’Um—l + (20’ + b)Tm—l + (CL + b)Fm—l
En remplagant U, _

,=U,, —m?*P(N =m):
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(1—a)U,, = (a+Db)F

m

4+ 2a+b)T, 1 —am?>P(N =m).

Majoration. Si0 < a < 1: —am?P(N =m) <0et0<T,, ; < E(N), donc
(1—a)U,, < (a+b)+[2a+ b E(N).Sia <0:commeen4.(c), P(N = k) =0 pour

k > k,, donc (U,,) est stationnaire.

Dans les deux cas, (U,,) est croissante et majorée (car 1 —a > 0), donc converge : la série

> K*P(N = k),

a termes positifs, converge. Par le théoreme de transfert, N admet un moment d’ordre 2
et E(N?) =IlimU,,.

Valeur. On a m?P(N = m) — 0 (terme général d’une série convergente), T,, ; — E(N)

etF,, ; — 1.Donc:

(1= @B(V?) = (a+b) + (a4 p)itt WU ot2urh) _(arhlatbil)

Conclusion

(a+b)a+b+1)

N admet un moment d’ordre 2 et E(N?) = a 72
—Qa

Question 4.(e)

Comme N admet un moment d’ordre 2, elle admet une variance, et par la formule de

Koenig-Huygens :

a+b)a+b+1)—(a+b?* a+b

V() = BV - By = LD - i
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Conclusion

a+b
(1—a)*

V(N) =

Question 4.(f)

Supposons E(N) = V(N). Alors (11 +Z = (1a + b)z. Comme a + b > 0 (question 4.(a)),
— —a

on peut simplifier : 1 —a = 1, soita = 0. Alors b = a + b > 0, et d’apres la question 1, N

suit la loi de Poisson de parametre b.

Réciproquement, si N suit une loi de Poisson de parametre A > 0, alors
E(N)=V(N) = X. (Une telle loi vérifie d"ailleurs la relation de Panjer avec a = 0 et
b=\ puisque P(N =k)= %P(N =k—1)etP(N=0)=e*#1)

Conclusion

E(N) = V(N) siet seulement si N suit une loi de Poisson.

Partie 2 - Fonction génératrice

Question 5.

Soit = € [0, 1]. Pour tout k, 0 < p,z* < p,, et la série

Zpk

converge (de somme 1). Par comparaison de séries a termes positifs,

Zpkwk

converge.
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Conclusion

pour tout = € [0, 1], la série

Zpkxk

k>0

converge.

Question 6.

Pourz € [0,1],1 —ax > 1—a > 0car 0 < a < 1. La fonction
1

z+ (1 —az)? =exp (BIn(1 — az)) est donc de classe € sur l'intervalle ]—oo, = [, qui
a

contient [0, 1], de dérivée x — —aB(1 — ax)’ L.

On raisonne par récurrence sur k. Pour k£ = 0, f(z) = 0! py(1 — az)®. Supposons
f¥(z) = klp, (1 — ax)**. Alors:

f(kﬂ)(x) =klp, - (—a)(a—Ek)(1— ax)oz—k—l.

Or —a(a—k) = (a+0b) + ak = a(k+ 1) + b, et la relation de Panjer donne
(k+ 1ppi1 = (a(k+1) + b)ps. Donc k! pp(—a)(a — k) = k! (k+ 1)pypq = (K+ 1)ppyq.

Conclusion

pour tout k € N et tout = € [0, 1], f*)(z) = k! x p(1 — az)*~F.

Question 7.(a)

La fonction f est de classe €"*! sur un intervalle contenant 0 et z. La formule de Taylor

avec reste intégral a I'ordre n en 0 donne :
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D’apres la question 6,

Conclusion

F&) =Y piat+ (ot Uy [ (1=t o=yt

k=0

Question 7.(b)

Soitt € [0,z]. Onal—at > 0etxz —t > 0. De plus
> 0.

(1—at)—(z—t)=(1—z)+t(1—a) Donc oglx_ttgl.
—a
—t\"

On écritalors (1 —at)* " Yz —t)" = (1 —at)* ! (f t) , d’ot1
—a

0<(1—at)> " Hz—t)" < (1—at)* L.

Les fonctions sont continues sur [0, x| et les bornes sont dans 'ordre croissant (z > 0).

Par positivité et croissance de 'intégrale :

Conclusion

pour toutn € N,

0< / (1—at)* " (x—t)"dt < / (1 —at)*~1dt.
0 0

Question 7.(c)

Posons J(z) = / (1 — at)>! dt, réel indépendant de n. D’apres 7.(a) et 7.(b), pour
0

tout n :
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n

0< f(z) — Zpkxk < (n+1)ppqJ(2).
k=0

Les hypotheses de la partie 2 entrainent que N vérifie une relation de Panjer, donc,

d’apres 4.(c), la série

> kpy,

converge et son terme général tend vers 0: (n + 1)p,,,; — 0. Par encadrement,

k=0
c’est-a-dire G(z) = f(z).
Calcul de p,. On a
+o00
G(1) = Zpk =1
k=0
et G(1) = py(1 —a)®, donc:
a+b

pp=(1-a)*=(1-a) a

1
Calcul de G’(1). La fonction G coincide sur [0, 1] avec f, dérivable sur ] —00, ~ [ D [0,1].
La dérivée (a gauche) de G en 1 est donc f/(1), et d’apres la question 6 avec k = 1, puis

pp = (a+b)py:
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Conclusion

G(z) = py(1 — ax)® pour tout z € [0,1], py = (1 —a)"*, et G'(1) = E(N).

Remarque. La démonstration des questions 6 et 7 n’utilise que 0 < a < 1 (pour avoir
1 —at > 0), la relation de Panjer et 'existence de E(N); I'hypothése — > 0n’y

a
intervient pas. Les résultats de cette partie restent donc vrais pour toute variable

vérifiant une relation de Panjer avec a €0, 1].

Partie 3 - Formule de récursivité

Interprétation de I’hypothese d’indépendance : pour tout n > 1, les variables
N, X,, ..., X,, sont mutuellement indépendantes. Par le lemme des coalitions, toute
fonction de (X, ..., X,,), par exemple S,, = X, + - + X, est indépendante de V. On

note ¢, = P(X; = 0), conformément a la question 11.
Question 9.

On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet (N =n),,¢ :

+00
P(S=0)=) P((N=n)n(S=0)).
n=0
Pourn =0:(N =0) C (S =0), donc le terme vaut p,,.

Pourn > 1:sur (N =n), S = X; + -+ X,,, somme de variables a valeurs dans N, nulle

si et seulement si chaque X, est nulle. Par indépendance mutuelle :

Ainsi
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avec ¢, € [0, 1]. D’apres la partie 2 (valable pour a € |0, 1], voir la remarque finale de

7.(c)):

N 1—agy\” a+b
PS=0)=p(l-ag)® = (), a=-2T2
Conclusion
a-+b
1_GQO>_ a
P = =
(S = 0) (1_a

Question 10.(a)

Le calcul de la question 9 jusqu’a

+00
=> @}
n=0

n

A
2 et la série exponentielle :
n!

n’utilise pas la loi de N. Avec p, =e

P(S e Z )‘qo — oMo

Conclusion

Question 10.(b)
Code adapté en Python.

La boucle effectue n itérations (range(n) parcourt 0, ...,n — 1). A chaque itération,
np.random.random () renvoie une réalisation d'une loi uniforme sur [0, 1], et le test

1
np.random.random() < 1/2 est réalisé avec probabilité > indépendamment des autres
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itérations. La variable y compte le nombre de succés parmi n épreuves de Bernoulli

indépendantes de parametre 3

Conclusion

1 1
simulX(n) simule la loi binomiale 3 <n, 5) Dans ce cas, ¢, = gn

Question 10.(c)
Code adapté en Python.

On simule N, puis on additionne N réalisations indépendantes de la loi simulée par
simulX. Si N = 0, la boucle range(1, N + 1) est vide et la fonction renvoie 0,

conformément a la définition de S.

Python

import numpy as np

def simulX(n):
y=0
for i in range(n):
if np.random.random() < 1/2:
y=y+1

return y

def simulS(lam, n):

N = np.random.poisson(lam)
s =0
for k in range(1, N + 1):

s = s + simulX(n)

return s
Code exécuté. Avec A\ = 2 et n = 3, sur 100 000 simulations, la fréquence de 1'événement

(S = 0) vaut environ 0,173, proche de la valeur théorique e 2(!=1/8) ~ 0,174 de la

question 10.(a). Il s’agit d"une observation expérimentale, pas d"une preuve.
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Question 11.(a)

Question adaptée au programme actuel : 'espérance conditionnelle a 1'événement
(8,41 = k) n'est définie que si cet événement est de probabilité non nulle; cette

hypothése a été ajoutée.

Notons A = (S,,,; = k), avec P(A) > 0. Comme les X, sont a valeurs dans N, sur A on a
0< X, <S8

; i1 = k. Pour la probabilité P,, X, prend donc presque stirement un nombre

fini de valeurs; son espérance conditionnelle existe et :

k k
B(X;|4) = Y § Pa(X, = §) = 5o D P((X = )N 4).

Etape 1 : un lemme sur les sommes. Soient Y7, ..., Y, des variables mutuellement
indépendantes de méme loi que X ;. Alors Y| + --- +Y,, améme loi que S,,. En effet,
raisonnons par récurrence sur m (le cas m = O est clair). SiT,, = Y; + - +Y,, améme
loi que S,,,, alors pour s € N, par le systeme complet (Y, ; = j); et 'indépendance de

Y, .1 etT,, (lemme des coalitions) :

m

la derniere égalité par le méme calcul appliqué a S,, et X, ;.

Etape 2 : 1a loi de (X}, S,,, ) ne dépend pas de i. Soit i € [1,n + 1] et

R, =) X,

I

Par le lemme des coalitions, X, et R, sont indépendantes, et d’apres 'étape 1, R, a méme

loi que S,,. Dong, pour j € [0, k] :

n
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quantité indépendante de i. Par conséquent E(X; | A) ne dépend pas de :.

Etape 3 : somme. Par linéarité de I’espérance pour la probabilité P, :

n+1

Y B(X;|A) = E(S,114) =k,

=1

k
car S, ., = ksur A. Les n + 1 termes étant égaux, chacun vaut ——.
il n+1

Conclusion

k
n+1

pour touti € [1,n+ 1], E(X;|S,., =k) =

Question 11.(b)

Question adaptée au programme actuel : la probabilité conditionnelle Py _; suppose

Par définition de la probabilité conditionnelle, puis en remarquant que
(Xnt1 =) N (Spi1 = k) = (Xppy =) N (S, =k—J):

P[S (Xn—l—l = .7) P(Sn+1 = k) = P((Xn—i-l = ]) N (Sn = k_.])) = QJP(Sn =k _.7)7

n+1:k]

la derniere égalité car X, ; est indépendante de S,, (lemme des coalitions; pour n = 0,

Sy = 0 est constante, donc indépendante de X, ).

Conclusion

pour tOUt.j € |I07 k]]/ f)[Sn+1:k](Xn+1 = .7) P<Sn+1 = k) = qu<Sn =k _])

Question 11.(c)

Question adaptée au programme actuel : le cas P(S,,,; = k) = 0, ot les questions 11.(a)

et 11.(b) ne s’appliquent pas, est traité a part.
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Cas P(S, ., = k) # 0. Notons A = (S,,,;, = k). D’apres 11.(a) aveci = n + 1 et 11.(b) :

k
n—+1

Z]qj (S, =k—j)= Z]PA X =J)=PA) EX,,|4) = P(A).

De plus, X, étant a valeurs dans [0, k] sur A, la formule des probabilités totales et
11.(b) donnent :

Par linéarité :

Z; (a+ L) P8, = k=) = aP(A) + L - —=P(4) = (a+ =1 ) P(A),

Cas P(S,,,; = k) = 0. Le membre de droite est nul. Pour j € [0, k], par indépendance de
X, etS,:

P(S,=k—7)=P((X,.1 =) NS, =k—4) < P(S,,, =k) =0.

n

Tous les termes du membre de gauche sont donc nuls, et 1’égalité est encore vraie.

Conclusion

pour tout n € N et tout &£ € N7,

i(“ ) P(S, =k—j)= (a+%>P(Sn+1:k).

Jj=0
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Question 12.(a)

Soit m = k — j € N. Par la formule des probabilités totales avec le systeme complet

(N = n),,cn, la série ci-dessous converge et :

= ZP((Nzn) N (S =m)).

Sur (N =n),onaS =S5, (pourn=0,5=0=5,). Donc

P((N =n)N (S =m)) = P((N =n)n (S, =m)) = p,P(S, =m),

par indépendance de N et S,, (lemme des coalitions; pour n = 0, S, est constante).

Conclusion

pour tout j € [0, k],

P(S=k—j) = an — ).

Question 12.(b)

D’apres 12.(a), chaque série

> p,P(S, =k—j)

converge. Une combinaison linéaire finie de séries convergentes converge, et sa somme

est la combinaison linéaire des sommes. Donc :

i(a—i— ) P(S=k—j) = anZ( f)qu(Snzk—j).

Jj=0
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b
D’apres 11.(c), la somme intérieure vaut <a o i 1) P(S, .1 = k), et par la relation
n
b
Panj — = .
de Panjer, (a + — 1) Pr, = Prt1

Conclusion

k - <=

bj .
Z <CL+ z> qu(S = k_]) = an+1P(Sn+1 = k)
=0 n=0

Question 12.(c)

D’apres 12.(a) avec j = 0:

P(S=Fk) = +fpnp(sn — k).
n=0

Le terme d’indice n = 0 est nul, car S; = 0 et k > 1. En réindexant la série convergente :

+00 ICS
P(S=k) = p,P(S, =k) = pui1P(Sp1 = k).
n=1 n=0

Conclusion

+o00
P(S = k) = an-l-lP(Sn-i—l = k)
n=0

Question 12.(d)

D’apres 12.(b) et 12.(c), en isolant le terme j = 0 :

k

P(S=k)=aq,P(S=k)+ Z (a I %) q;P(S =k —j).

=1
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Montrons que 1 —ag, > 0.Onagq, €[0,1.Sia<0,1—ag, >1.510<a <1,

agy < a < 1. On peut donc diviser par 1 — aq,.

Conclusion

k

P(S=k) 1_aqoz<a+b]) P(S =k —j).

J=

Cette formule permet de calculer de proche en proche la loi de S a partir de P(S = 0).
Contrdle numérique effectué : pour N de loi de Poisson ou binomiale et X, de loi
binomiale, les valeurs obtenues par la récurrence coincident avec celles calculées

directement par la question 12.(a). Ce controle ne remplace pas la démonstration.

Relevé des adaptations

Exercice 1, question 2.(a) : énoncé rectifié. Le document source affirme que u o v est de
rang 1 pour tout a; c’est faux pour a = —1, oti u o v = 0. La question demande désormais
le rang de u o v pour a # —1 et la détermination de u o v pour a = —1; les questions 2.(c)

et 3.(b) en tiennent compte.

Exercice 2, question 4.(a) : code adapté en Python. La fonction Scilab est remplacée par

une fonction Python de méme structure, avec les mémes blancs a compléter.

Probleme, question 10.(b) : code adapté en Python. Le tirage uniforme
sur [0, 1] est réalisé par np.random.random() et la boucle porte sur

range(n).

Probleme, question 10.(c) : code adapté en Python. La commande Scilab de simulation
de la loi de Poisson est remplacée par np.random.poisson(lam) ; le paramétre lambda,

mot réservé en Python, est renommé lam.
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Probléme, questions 11.(a) et 11.(b) : ajout de I’hypotheése
P(S, .1 = k) # 0, nécessaire pour définir I’espérance et la probabilité

conditionnelles a I’événement (S, ,, = k).

Probléme, question 11.(c) : ajout de I'indication de traiter a part le cas P(S,,,, = k) =0,
afin que la formule soit établie pour tout n € N et tout £ € N*, comme l'exige la question
12.
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