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EXERCICE 1

1. Il s’agit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace 7 (R’ , R) des

fonctions de R’ dans R, et qu’il est engendré par les 2n fonctions u,,, v;,.

Méthode 1 — Ecriture de E comme un Vect.

Soit f € E : il existe

n—1

pP= Zanj

J=0

et

n—1
Q=) bX
=0

dans R, _,[X] tels que, pour toutz > 0:

n—1 n—1 n ®
flx) = Z a;zltt + Z bz’ In(x) = Z a1 ug(®) + Z by—10x().
=0 =0 k=1 k=1

Donc f € Vect(uy, vy, ..., u,,v,,).

Y n’

Réciproquement, soit

n

f =) (apuy + byvy)
o1
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avec des réels a,,, b,. En posant

P=> aXx"!

k=1

et

Q = Xn: bk:Xk_la
k=1

qui appartiennent a R,,_;[X], ona pour toutz > 0: f(z) = zP(x) + zIn(z)Q(x), donc
fekE.

Ainsi E = Vect(uy, vy, ..., u,, v, ). Un sous-espace engendré par une famille de vecteurs

’» 'y Yn

de 7 (R%, R) est un sous-espace vectoriel de cet espace; donc E est un R-espace vectoriel.

Méthode 2 — Caractérisation des sous-espaces vectoriels.

E c F(R%,R) et la fonction nulle appartient a £ (avec P = Q = 0).Si f, g € E, associées
respectivement a (P;, Q) et (P,,Q,), etsi o, f € R, alors pour toutz > 0:

(af +B9)(z) = z(aP + BP)(x) + xIn(z)(aQ; + BQ,)(7)

avec aP, + P, et aQ; + Q, dans R,,_;[X], qui est un espace vectoriel. Donc
af + g € E et E est un sous-espace vectoriel de 7 (R, R). L'égalité

E = Vect(uy, vy, ..., u,, v,) s'obtient ensuite par la double inclusion de la méthode 1.

b n ’n

La méthode 1 donne les deux résultats d"un coup; la méthode 2 est le réflexe a avoir

lorsque I"ensemble n’est pas visiblement un Vect.
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Conclusion

E est un R-espace vectoriel et £ = Vect(uy, vy, ..., u,, v,).

2. On étudie la limite en 0 des fonctions de la base, puis on calcule les intégrales.

Prolongement. Soit k € {1,...,n}.Ona lim u,(z) = lim ¥ =0cark > 1, et
z—0" z—0"

lim v, (x) = lim 2¥In(z) = 0 par croissances comparées (k > 1). Toute f € E s’écrit
z—0" z—0"

n

f =) (aguy + byvy)
=1

(question 1) : elle est continue sur R*. et lirgl () = 0. En posant f(0) =0, on
z—0"

prolonge f en une fonction continue sur R .

€T
Conséquence : pour x > 0, / f(t) dt est'intégrale d"une fonction continue sur le
0 €T
segment [0, z]; de plus, ¢+ / f(t) dt est continue sur [0, z] (c’est, au signe pres, une
g

xT

primitive de f), donc / f(t)dt = lirgl f(t) dt. Ainsi ¢( f) est bien définie.
0 e=0" €

Calcul de ¢(uy). Pour z > 0:

1
Uy..
k+1 k

Donc  ¢(uy) =

Calcul de ¢(vy,).

Méthode 1 — Intégration par parties sur un segment.

tk+1

Soit 0 < € < z. Les fonctions ¢
kE+1

et t — In(t) sont de classe C! sur [¢, x], donc :
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x

eF*1n(e)

x tk+1 x tk+1 1 karl 11'1(!17)
k _ _ NP T _
Z'tmuﬁu_[k+1maﬂe Z‘k+1 pdr ="
Rl _ gkt
 (k+1)?

Comme e*"!In(e) — 0 et e¥*! — 0 quand ¢ — 0F, on obtient :

k1 ln(a:) k1

thIn(t) dt = — )
/0 ) E+1 (k+1)2

Méthode 2 — Vérification d’une primitive.

thtl 11‘1(t) thtl

La fonction G:t— — 5 est dérivable sur R et:

k+1  (k+1)

tk tk

k+1 k+1

G'(t) = tFIn(t) +

De plus 11%1+ G(t) = 0 par croissances comparées. Donc
t—

= tFIn(t).

E+1

/ v,(t) dt = G(z) — G(e) — G(z) quand € — 07, ce qui redonne le méme résultat.

La méthode 1 construit la primitive; la méthode 2 est plus rapide lorsqu’on a déja une

idée de la forme de la primitive.

Dans les deux cas, pour z > 0:

zFIn(z) 73

P0)(@) = T~ T
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Conclusion

pour tout k € {1,...,n},

1 1
T 1)2uk—|— P 1vk.

o) = e et o) =

3. Linéarité. Soient f,g € E et o, § € R. La fonction af + g appartient a E, et son
prolongement continu a R, est « f + Bg,ou f,§ désignent les prolongements de f, g.

Par linéarité de 1'intégrale sur le segment [0, z], pour tout x > 0:

olaf + o)) = [ (f1) + Bo(t) dt = ap(1) (&) + Bolo) @)

Donc ¢ est linéaire de £ dans F (R* , R).

Stabilité. Soit f € E; on écrit

n

f=) (apuy + byvy).
o1

Par linéarité et d’apres la question 2 :

e(f) = Z (arp(ug) + brp(vy)) = ((kcff 1~ C _l:_kl)z) Uy, + %W) ;

k=1 k=1

qui est une combinaison linéaire des uy, v;, donc appartient a £.

Conclusion

¢ est linéaire et ¢(E) C E; ¢ est donc un endomorphisme de E.

4. D’apres la question 2, en notant les coordonnées dans l'ordre (uy, vy, ug, vy, ..., Uy, V,,),

la colonne de ¢(u;,) ne comporte que le coefficient 7 sur la ligne de uy,, et la
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colonne de ¢(v;,) comporte — 5 sur la ligne de u,, et

o
(k+1)

1
] la ligne de v.

Conclusion

la matrice de ¢ dans B est la matrice carrée d’ordre 2n, diagonale par blocs :

M, 0 0
0 M, - =
M= S| ot My=|ktl (k+1P
1
0 L
R
0 0 M

1

5. Méthode 1 — Matrice triangulaire.

sont tous non nuls :

M est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux i

M est inversible, donc ¢ est bijectif.

Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux. Donc le

spectre de ¢ est :

1 11 1

Méthode 2 — Noyau, pour la bijectivité.

Soit f € Ker(y). Alors F': z / f(t) dt est nulle sur R%. Comme le prolongement de
0

[ est continu sur R_, F' est dérivable sur R de dérivée f (théoreme fondamental de
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I'analyse), donc f = F’ = 0. Ainsi Ker(yp) = {0} : ¢ est un endomorphisme injectif de

I'espace E de dimension finie 2n, donc bijectif.

La méthode 1 exploite la matrice et donne en méme temps les valeurs propres; la

méthode 2 n’utilise que la définition de ¢ et s’applique méme sans connaitre la matrice.

Conclusion

¢ est bijectif et ses valeurs propres sont pourk € {1,...,n} (n valeurs propres

1
E+1
distinctes).

6. On traduit la relation ¢(f) = Af sur la fonction F:z / f(t) dt, puis on dérive g.
0

Comme f se prolonge en une fonction continue sur R, (question 2), F est de classe C'!

F
sur R* avec F’ = f. Larelation ¢(f) = Af s’écrit : pour tout z > 0, ;@ = A\F'(x),
c’est-a-dire, puisque A # 0 :

1
Ve >0, zF'(z)= XF(J?)

1
——In(z
Lafonction g:z 2z YV F(z)=e¢ A ! )F(m) est dérivable sur R* et, pour z > 0:

1 1 1
——1

of (@) = 37 A 1F(a:) tz AF(z)=2 A (xF’(x) — ;F@:)) = 0.

g est de dérivée nulle sur l'intervalle R*, donc constante : il existe C' € R tel que g = C

*
sur R7.

Expression de F': pour tout z > 0, / f(t)dt = F(z) = Ca'/,
0
Expression de f : en dérivant, pour toutx >0, f(z) = F'(z) = —zA
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Comme f est un vecteur propre, f # 0, donc C' # 0. De plus A est une valeur propre de

¢, donc (question 5) il existe k € {1,...,n} telque A= Y d’ou T 1=k

Conclusion

/ ftydt = Cx'* et f(z) = gqu; lorsque A = L, cela donne f =
A A E+1

C(k+1)uy avec C' # 0: f est un multiple non nul de u,,

1
7. Soit A\ = g une valeur propre de ¢, avec k € {1,...,n}. On note E,(¢) 'espace

propre associé.

Méthode 1 — Utilisation de la question 6.

Tout vecteur propre associé a A est un multiple de u;, (question 6), donc

E,(p) C Vect(uy;,). Réciproquement, ¢(u;,) = uy, (question 2), donc u;, € E,(p).

k+1
Ainsi E, (¢) = Vect(u;,), de dimension 1 puisque u;, # 0.

Méthode 2 — Résolution du systéme matriciel.

On cherche les colonnes Y = “(aq, by, ..., a,,b,) telles que MY = \Y. Le caractere

diagonal par blocs de M découple le systéme en n systémes : pour tout j € {1,...,n},

1 1
— Na,————b,=0 et [—— —X)b,=0.
<j+1 >aﬂ (j+1)27 © <j+1 > 4

1
Sij#k, 1 A # 0,doncb; = 0 puis a; = 0. Si j = k, la seconde équation est
J

triviale et la premiere donne b, = 0, soit b, = 0, tandis que a;, est

B 1
(k+1)>
quelconque. Donc E, (¢) = Vect(u,,), de dimension 1.
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La méthode 1 réutilise le travail analytique de la question 6; la méthode 2 est purement

matricielle et ne dépend pas de la question 6.

Diagonalisabilité. ¢ posséde n valeurs propres distinctes, chacune d’espace propre de
dimension 1; la somme des dimensions des espaces propres vaut n < 2n = dim(F). Or

¢ est diagonalisable si et seulement si cette somme vaut dim(F).

Conclusion

chaque espace propre est de dimension 1, et ¢ n’est pas diagonalisable.

EXERCICE 2

1. Soient x > 0 et k € N. La fonction A : t - (In(t))¥e~+*~! est continue sur |0, +oc;
I'intégrale est impropre en 0 et en 4-00. On établit la convergence absolue en

comparant |h|, qui est positive, a des fonctions de référence.

En +oc0 : t2|h(t)| = |In(t)|*t*T et — 0 par croissances comparées, donc

1 ot e
|h(t)] = o (t_2> Comme / 13 converge (Riemann, 2 > 1), / |h(t)| dt converge.
1 1

En0:posons [=1— g < 1. Alors t°|h(t)| = | In(t)|*t*/2e7t — 0 quand t — 0T par

1 Lat
croissances comparées z > 0),donc |h(t)| =0 —= |. Comme — converge
P 2 e th &
0

1
(B<1), / |h(t)| dt converge.
0

Conclusion

+o0
/ (In(t))*e~tt*~1 dt est absolument convergente, donc convergente. Pour k = 0,
0

on retrouve la convergence de 'intégrale définissant I'(z).

2. Relation fonctionnelle de I'. Soit x > 0 et 0 < € < B. Les fonctions ¢t - t* et t > —e ¢

sont de classe C' sur [e, B]; par intégration par parties :
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B B B
/ t*e tdt = [—tme_t];B + x/ t*le7tdt = e — B%e B + x/ t*~le~tdt.
€ g g

Quand ¢ — 07, e%e¢° — O car z > 0; quand B — +o0, B*e B 50 par croissances

comparées. Les intégrales convergent (question 1). En passant a la limite :

Mz+1)=xT(x).

Positivité de I'. L'intégrande ¢ — t*~ e~ est continue et strictement positive sur |0, +oo|,
2
donc T'(z) > / t*~le=tdt > 0. Ainsi L = In oI est bien définie et de classe C*° sur
1

10, +o0.

Relation pour V.

Méthode 1 — Passage au logarithme.

Pourxz > 0,'(z + 1) = 2'(x) avecx > 0etI'(z) > 0,donc L(z + 1) = In(x) + L(z). Les
deux membres sont dérivables sur |0, +oo] et la dérivée de x +— L(x + 1) est

x> L'(r+1)=¥(x+1). En dérivant :

U(x+1)= é + ¥(x).

Méthode 2 — Dérivation directe de la relation sur I'.

En dérivant I'(x + 1) = 2I'(z) : I"(z + 1) = I'(z) + 2I"(x). En divisant par
Mz+1)=al'(x) #0:
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I'(z+1) TI(x) n zlV (z) 1

VU(z+1)= T(z+1) al(z) z[(x)

Le logarithme transforme le produit en somme et rend le calcul immédiat; la méthode 2

évite le logarithme mais demande une division soigneuse.

Valeur de ¥(n + 2) — ¥(n). Pour n € N*, en appliquant la relationen n + 1 puisen n :

Wi +2) = W) = (B(n+2) = W(n+ 1)+ (Pl + 1) = W) = ——+ -
Conclusion
MNz+1) =al(z), VY(z+1)—Y(x) :éet U(n+2)—VY(n) =%+ n—ll—l'

3. Soient x > 0 et A > 0. On note w(t) = e 't*!, fonction continue et strictement
positive sur |0, +oo[. Les trois intégrales sur |0, A] convergent d’apres la question 1

(seule la borne 0 est impropre).

Méthode 1 — Inégalité de Cauchy-Schwarz sur un segment, puis passage a la limite.

Soit € €0, A[ Sur l'espace C([e, A]) des fonctions continues sur [¢, A, 'application

/ f(t)g(t) dt est un produit scalaire : elle est bilinéaire et symétrique par

linéarité de 1'intégrale, positive par positivité de l'intégrale, et définie car si / f2=0

avec f? continue et positive, alors f2 = 0 sur [e, A].

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (f, g)? < (f, f){g, g), aux fonctions
continues f(t) = In(t)\/w(t) et g(t) = \Jw(t) :
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2

(/A In(t)w(t) dt) < (/A(ln(t))2w(t) dt) (/A w(t) dt) .

Quand ¢ — 07, chacune des trois intégrales tend vers l'intégrale correspondante sur
10, A], qui converge. Par passage a la limite dans une inégalité large, on obtient I'inégalité

demandée.

Méthode 2 — Argument du trindme, directement sur |0, A].

A A A
Notons a = / (Int)?w(t)dt, b= / In(t)w(t)dtet c= / w(t) dt. Pour tout
0 0 0
A
1 € R, I'intégrale convergente / (pIn(t) + 1)%w(t) dt est positive (intégrande positif),
0

et vaut par linéarité :

pla 4 2ub+c > 0.

La fonction ¢ - (Int)?w(t) est continue, positive, et strictement positive sur 0, A] \ {1};

en choisissant un segment [«, 3] C |0, A] ne contenant pas 1, on obtient

B
a> / (Int)?w(t) dt > 0. Le trindbme du second degré u — au? + 2bu + ¢, de coefficient
«
dominant a > 0, reste positif sur R : son discriminant est négatif ou nul, soit

4b? — 4ac < 0, c’est-a-dire b? < ac.

La méthode 1 applique le théoréme du cours mais impose de travailler sur un segment
avant de passer a la limite; la méthode 2 refait la preuve de Cauchy-Schwarz et

fonctionne directement avec les intégrales impropres convergentes.
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Conclusion

pour tousx > 0et A >0,

2

( /O ! In(t)e o1 dt) < ( /0 A(ln(t))%—ttw—l dt) ( /O ! ettt dt) .

4. Soit x > 0. Quand A — +o0, les trois intégrales de la question 3 tendent
respectivement vers I''(x), I'” (x) et I'(x), d’apres les formules admises (avec
k =1,2,0) etla convergence établie a la question 1. Par passage a la limite dans

I'inégalité large :

(I'(2))2 < T(@)I" (@).

/7

r
I" est de classe C*° et ne s’annule pas, donc ¥ = T est dérivable sur |0, +-oo[ et :

Conclusion

U’ > 0 sur l'intervalle ]0, +o00[, donc ¥ est croissante sur |0, +o0].

5. (a) Egalité. Pour k > 1,onak —a > 0etk+a>0(car0 <a < 1), etla

décomposition :

(N 1 B 1< 1 1 )
k2 —a? (k—a)(k+a) 2a\k—a k+a)’

(k+a)—(k—a)  2a

ui se vérifie en réduisant au méme dénominateur : = .
9 (k—a)(k+a) K —a?

D’apreés la question 2 appliquéeen k —a >0Oetenk +a > 0:
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1 1
k_a—\ll(k:-i—l—a)—\ll(k:—a) et B

=V(k+1+4+a)—¥Y(k+a).

Par télescopage, pourn > 1:

& 1 =1
=V 1l—a)— V(11— t =y 1 — V(1 .
2 pg=Yntl-a)-¥i-q) e ;,Ha (n+1+a)—¥(1+a)
D’ou
2": ! :i(\ll(n—l-l—a)—\Il(l—a)—\ll(n+1+a)+\lf(1+a))
£~ k*—a® 2a ’

ce qui est exactement 1’égalité demandée apreés regroupement des termes.

Encadrement. Commea >0:n<n+1—a<n+1+a<n+2 (onutilisea < 1 pour
les inégalités extrémes). Tous ces réels appartiennent a |0, +-o00] et ¥ y est croissante

(question 4), donc :

Un)<¥(n+1l—a)<V¥Yn+1l+a)<¥Y(n+2).

Onendéduit¥(n+1+4+a) —¥(n+1—a)>0et
Un+l+a)—¥(n+1—a) <P¥(n+2)—¥(n).

Conclusion

I'égalité et 'encadrement 0 < V(n+1+a) —¥(n+1—a) < ¥(n+2)— ¥(n) sont

établis pour toutn > 1.

(b) Méthode 1 — Calcul des sommes partielles.

1 1
D’apres la question2, ¥ (n+2)—U(n)= - + 1

— 0. Par encadrement (question
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5a), ¥(n+1+a) —V¥(n+1—a)— 0. Laformule de la question 5a montre alors que la

suite des sommes partielles converge :

Méthode 2 — Critere d’équivalence, pour la convergence seule.

1 1 1
Pourn > 1, ———5 > Oet 5 5~ = La série de Riemann

nT—a n-—a n

converge, donc par le critére d’équivalence pour les séries a termes positifs,

1
an_az

converge.

La méthode 2 établit rapidement la convergence mais ne fournit pas la somme; la

méthode 1 donne les deux a la fois grace au télescopage.

Conclusion

la série converge et
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PROBLEME

Modélisation. Pour k£ € N*, on note G, I'événement «le joueur A, remporte le duel
numéro k». L'énoncé indique que chaque duel se déroule indépendamment des
précédents : on traduit cela par le fait que les événements (G )~ sont mutuellement

indépendants, avec P(G}) = p et P(G}) = q.

Pour n € N, on note V,, le nombre de victoires obtenues, a 1'issue du duel numéro n, par
le vainqueur de ce duel, avec la convention V;, = 0 (le joueur A, n’a encore aucune

victoire avant le duel 1). Pourn > 1:

e si (G, estréalisé, le vainqueur du duel n est A,,, qui a une victoire : V,, = 1;

e sinon, le vainqueur du duel n — 1 (ou A, si n = 1) gagne une victoire de plus :
Vn — VTL—]. + 1.

En particulier V; = 1 dans tous les cas, 1 < V,, < n pour n > 1 (récurrence immédiate),
et V,, ne dépend que des événements G, ..., G,,. Un joueur éliminé ne rejoue plus : ses
victoires sont toujours consécutives. Le gagnant du tournoi est désigné a l'issue du duel

n lorsque V,, = N pour la premiére fois. Ainsi :

E ={V,<N—-1}n-n{V,<N—-1} (n>1), E,=Q.

La suite (E,,) est décroissante pour l'inclusion, et £, ne dépend que de G, ..., G

Fait utile. Soient m > 2etk > 1lavecm —k+1 > 2. Alors:

{Vm = k} = Gm—k—i—l N Gm—k+2 AR m

En effet, pour j > 2, V; = 1 équivaut a G; (si A; perd, le vainqueur avait déja au moins
une victoire, donc V; > 2); donc V,,, = k signifie que le joueur A,,, ,; a gagné le duel
m — k + 1, puis les k — 1 duels suivants. Sur cet événement, V,,_, . ; = j pour
jed{l,...,k}.

17 /37



@ Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2014

PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

1. Code adapté en Python.

Le code suivant a été exécuté (Python 3, NumPy).

Python

import numpy.random as rd

def DUEL(Q):
x = rd.random() # réel uniforme dans [0,1[
if x < 1/2:
return 1
else:

return O

def TEST_VICTOIRE(a, b, c):

return a == b and b ==

def TOURNOIQ):

gagnant = 0 # numéro du joueur en jeu avant le duel 1 : AO
gl = -1 # numéros des gagnants des trois derniers duels
g2 = -2 # (valeurs fictives distinctes au départ)

g3 = -3

k=0 # nombre de duels déja joués

while not TEST_VICTOIRE(gl, g2, g3):

if DUEL() == 1: # le joueur Ak remporte le duel numéro k
gagnant = k

gl = g2

g2 = g3

g3 = gagnant

return k
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1 1
[; Plz<z)= o donc DUEL renvoie 1

(a) DUEL tire un réel uniforme z dans [0 >

1
s L 1

avec probabilité 3 et 0 avec probabilité 5"

(b) TEST_VICTOIRE renvoie la valeur booléenne de «a = b et b = ¢», qui vaut True

exactement lorsque les trois nombres sont égaux.

(c) Lavariable gagnant contient le numéro du joueur encore en jeu; au duel numéro k,
le joueur A, gagne si DUEL renvoie 1 (probabilité % = p), et gagnant devient k;
sinon gagnant est inchangé. Les variables g1, g2, g3 contiennent les numéros des
gagnants des trois derniers duels; les valeurs initiales —1, —2, —3 sont distinctes
entre elles et de tout numéro de joueur, donc le test ne peut pas étre vrai avant le

troisiéme duel.

Le test devient vrai pour la premiére fois au duel % si et seulement si un méme joueur a
gagné les duels k — 2, k — 1 et k, c’est-a-dire a 3 victoires consécutives a issue du duel
k : il a exactement 3 victoires, sinon le test aurait été vrai dés le duel k — 1. La fonction

renvoie donc le nombre de duels nécessaires a la désignation du vainqueur.

Remarque : avec rd.seed (1) et 200 000 appels a TOURNOI, la moyenne observée est
environ 6,99, valeur cohérente avec E(X) = 7 obtenue a la question I1.8 pour N = 3 et

1
p=5 Cette observation n’est pas une preuve.

Note sur l'indication : trois valeurs consécutives égales renvoyées par DUEL ne
caractérisent pas la fin du tournoi (par exemple, trois valeurs 0 consécutives donnent un
joueur ayant au moins 4 victoires si le premier de ces duels n’est pas le duel 1); c’est

pourquoi l'indication a été précisée en portant le test sur les numéros des gagnants.

2. Tableau des gagnants possibles. Le gagnant du duel 1 est A, (probabilité ¢) ou A,
(probabilité p) ; le gagnant du duel k > 2 est soit le gagnant du duel £ — 1, soit A4,

numéro du
joueur gagnant
le duel

duel 1 0 1
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numéro du

joueur gagnant

le duel
duel 2 0 1 2
duel 3 0 1 2 3

Plus précisément, les suites possibles de gagnants des trois premiers duels sont, en

notant (w;, wy, w5) les numéros des gagnants :

(0,0,0), (0,0,3), (0,2,2), (0,2,3), (1,1,1), (1,1,3), (1,2,2), (1,2,3).

Calcul de P(E,), P(E,), P(E;).

Méthode 1 — Lecture de ’arbre des issues.

Apres un ou deux duels, aucun joueur ne peut avoir 3 victoires : £, = E, = (2, donc
P(E,) = P(E,) = 1. A l'issue du duel 3, un vainqueur est désigné seulement pour les

suites (0,0,0) et (1, 1,1). Par indépendance des duels :

—_— = = 1 _——— 1
— 1 3
Donc P(E;) = 1 et P(E;) = 1

20/37



% Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2014

Méthode 2 — Utilisation de V/,.

V, =1letV, <2,donc B, = E, = Q. Puis E; = {V; = 3}, et V; = 3 si et seulement si
— — — 1
V,y = 2 et G4, cest-a-dire G, N G4 (puisque V; = 1 toujours). Donc  P(E;) = ¢* = e

La méthode 1 colle au tableau demandé; la méthode 2 évite I’énumération et se

généralise directement (question I1.3).

1 1 1 1 3
Vérification : —-P(FE — =—4-=-= .
érification 5 (Ey) + 4P(E1) 5 + 11 P(E,)
Conclusion
3 1 1
P(E,)=P(E,;) =1, P(E;) = 1 et P(E;) = EP(EQ) + ZP(EQ-

3. Soitn > 3. On applique la formule des probabilités totales selon la valeur de V/,.

Systéme complet. Les événements {V,, = 1}, {V,, = 2} et {V,, > 3} forment un systéme
complet d’événements (car V,, > 1). De plus E,, N {V,, > 3} = (), puisque sur E,, on a
V, <2

n

Calcul de P(E,, N{V,, = k}) pour k € {1,2}. Commen —k+1>n—1> 2, le «fait

utile» s’applique :

{Vn = k} = Gn—k-‘rl N Gn—k+2 - mG_TL’ P<V - k) = qu_l'

n

Sur cet événement, V,, ;.= j < 2pourje€ {1,...,k}, donc
E,n{V, =k} =E, ,N{V, =k}.Lévénement E, ; ne dépend que de G4, ...,G,,_;, et
{V, =k} quedeG,,_,.1,...,G,; par le lemme des coalitions, ils sont indépendants.

Ainsi :

P(En N {Vn = k}> = P(En—k)qu_l‘
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Conclusion. Par la formule des probabilités totales, avec p=g¢q = 3°
1 1
P(En) = pP(En—l) +qu<En—2) = §P(En—1) + ZP(ETL—2)

4. Pour m > 0, posons w,,, = P(E,,, ). Larelation (X, ) appliquéeenn =m+3 > 3

donne :
1 1
Vm >0, w,,, o= S Wmt1 + 7Wm:
: L o s o , 1 1
C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique  r° = 57‘ + 7

soit 4r% — 2r — 1 = 0. Son discriminant vaut 4 + 16 = 20 > 0 : elle possede deux racines

réelles distinctes

D’apres le cours, il existe deux réels ', i’ tels que w,, = X'r{* + p/r3* pour tout m > 0.

Comme r; # 0 et r, # 0, on obtient pour toutn > 1:

N ’
P(En> =W,_1 = )\7’? + /J;T’g’ avec M\ = —, U= I’L_

En particulier la formule vaut pour tout n > 2.

Limite. Comme 2 < /5 < 3,ona0<r; < let—1<r, <0,donc |ry| < let|ry| < 1.

Ainsiry — 0etry — 0.
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Conclusion

lim P(E,)=0.

n—-+0oo

5. La suite (£,),,-, est décroissante pour I'inclusion (si le gagnant n’est pas désigné a
I'issue du duel n + 1, il ne I’était pas a I'issue du duel n). Par le théoréme de

continuité monotone :

+o00
P (QQ En) = lim P(E,)=0.

L'événement «le tournoi désignera un vainqueur » est le complémentaire de
+oo +oo
N,_, E.=0N,_, E, (car E; C Ey).

Conclusion

P (ﬂ:;: En) = 0 et le tournoi désigne presque stirement un vainqueur : la proba-

bilité demandée vaut 1.

PARTIE II : Etude du cas général.

1. Soientn > Netk € {1,...,N — 1}.OnaA§€") ={V, =k}et
n—k+1>n—N+2>2 doncdapres le «fait utile» :

Agcn) = Gn—k:-i-l N Gn—k—i—Q AR G_n7 P (Agcn)) = qu_l >0,

par indépendance des G ;. La probabilité conditionnelle est donc bien définie.

Sur Aén), onaV, ;. ,=j<k<N-—1pourje{l,..,k}:aucunjoueur n'atteint N

victoires lors des duelsn — k£ + 1, ..., n. Donc :
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E,NAY=E, ,nA™.

E, . nedépend quede G,,...,G, _, et Aﬁf) quede G, _;.1,...,G, : par le lemme des

coalitions, ces deux événements sont indépendants. Ainsi :

P(E, ,nAY)  P(E, )P (A)

Conclusion

pour toutn > Nettoutk € {1,..., N — 1}, P, (E,) = P(E,_4).
k

2. Soitn > N. Les événements A\, ... ,Agf,‘)_l et B = {V,, > N} forment un systéme
complet d’événements, car V,, > 1.Sur £, V,, < N —1,donc P(E, N B) = 0. Les
Agfn) sont de probabilité non nulle (question II.1). La formule des probabilités totales

et la question II.1 donnent :

Conclusion

la relation (R,) est établie pour toutn > N.

3. Pourl1<n<N—-1onaV,, <m<N—1pourtoutm <n,donc £, = Qet

Méthode 1 — Relation (R,) enn = N.
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Les indices N — k, pour k € {1,..., N — 1}, parcourent {1, ..., N — 1}, donc :

carqg#+letl—q=np.

Méthode 2 — Calcul direct.

Comme Ey_; =Q,onaEy={Vy >N} ={Vy=N}(carVy <N).OrVy =N
impose V,,, = m pour tout m < N, c’est-a-dire que le vainqueur du duel 1 gagne les
duels 2,..., N : {Vyy = N} = G, N - N G, de probabilité ¢V ! par indépendance.

La méthode 1 répond au «en déduire» de I’énoncé; la méthode 2 interprete le résultat :

le vainqueur du premier duel gagne les N — 1 duels suivants.

Conclusion

P(E)) = =P(Ey_ ) =1letP(Ey)=1-¢"""

4. Soitn > N.

Méthode 1 — Manipulation de ().

On applique (R,) enn+ 1 > N etonisole le terme k =1:
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en posant j = k — 1. Or, d’apres (X,) enn:

N-—-2
> p¢'P(E, ;) = P(E,) —pg" 2P(E,_n1).
=1

Donc

P(E,,,) =pP(E,)+qP(E,) —pgd"'P(E,_n,,) = P(E,) —pg"'P(E,_n.1)

Méthode 2 — Interprétation probabiliste.

Comme £, ., C E,, P(E,) — P(E

wi1) = P(E, N E, ) :c'estla probabilité que le
vainqueur soit désigné exactement audueln+1.Sur £, V,, <N —1,donc V, ., = N si

et seulementsiV,, = N —1letG,, . Ainsi:

—_— ) — S — [
E’n N En+1 = En N Axf%—l N Gn+1 = EanJrl N anN+2 N anN+3 ARNA Gn+1>

en utilisant la question II.1 (avec £ = IV — 1). Par indépendance (lemme des coalitions),
cette probabilité vaut P(E,_y.,)pq¢" ! : un nouveau joueur gagne le duel n — N + 2

puis les N — 1 duels suivants.

La méthode 1 est purement algébrique; la méthode 2 explique le sens de la relation et

sert de nouveau a la question I1.8.

Conclusion

pour toutn > N, P(E,) — P(E, ;) = pg" 'P(E,_n.1)-
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N-1
Q:r quk lpk 1
k=1
est continue et dérivable sur [0, +oo], avec :
N-1 N-1
Q' (x) = Z kpg*lzF1 =p + Z kpg*tax*1>p>0 pourz > 0.
k=1 k=2
(@ est donc continue et strictement croissante sur [0, +-o0o[. De plus Q(0) = —1 < O et

Q(z) > pr —1 — 400 quand x — +oc. Par le théoréme de la bijection, ) réalise une

2014

bijection de [0, +oo[ sur [—1, 00|, qui contient 0 : I’équation Q(z) = 0 admet une unique

solution ry sur [0, +-o00].

ry > 1:on calcule

N—1 1_qN71
Q(1) :pzqk_l—lzp'l—_q—lz—q]v_l <0=Q(ry)
k=1

Comme () est strictement croissante sur [0, +0o[, on en déduit 1 < ry.

Q'(ry) > 0: d’apres le calcul ci-dessus, Q'(ry) = p > 0.

Conclusion

I'équation Q(z) = 0 a une unique solution r sur [0, 400, et ry > 1, Q' (ry) > 0.

1
6. Posons p = — €]0, 1[. Par définition de 7 :
Y
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On montre par récurrence forte sur n > 1 la propriété 7, : P(E,) < p" V.

Initialisation : pour 1 <n < N, n— N < 0etp €]0,1[, donc p" N > 1 > P(E,).

Hérédité : soit n > N + 1 tel que 77, soit vraie pour tout m € {1,...,n — 1}. Pour
ke{l,..,N—1},n—ke{n—N+1,..,n—1} C{1,...,n—1}. Par (R,) et I'hypothese

de récurrence (les coefficients pg*~! sont positifs) :
p

N-1 N-1 N-1
P(E,) = pd"'P(E, ) < Y_pd"pnF N = pn N Y T pgh T = oY
k=1 k=1 k=1

Conclusion

1 n—N
pourtoutn >1, P(E,) < <—> .

7. Convergence. Pour n > 1,0 < P(E,)) < r¥p". La série géométrique

2.0

converge car 0 < p < 1; par comparaison de séries a termes positifs,

converge. On note

S = f P(E,).

Somme. Soit M > N. En sommant (X;) pour n de N a M et en télescopant :
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M M—N+1
P(Ey) = P(Eyq) = pgV ! Z P(E,_ni+1) =pg"~! Z P(E;).
n=N =1

Quand M — 400, P(E,;, ;) — 0 (terme général d'une série convergente, ou majoration

de la question I1.6) et la somme partielle tend vers S. Donc P(E)y) = pg"V 15, et avec la

question I1.3 :
1— qul
S= N-1
o)
Conclusion
> P(E,)
n>1
converge et
50O N-1
l—q
ZP (E,) = N-1 -
n=1 bq
P 1 . 3/4
Vérification : pour N =3et p= 5/ on obtient /8 = 6.

8. (a) Soit n > 2. 'événement E,_, N E,, signifie que le gagnant n’est pas désigné a
I'issue du duel n — 1 mais I’est a 'issue du duel n : il est donc proclamé exactement a
I'issue du duel n, ce qui signifie que n duels ont eu lieu au moment de la
proclamation. Réciproquement, si X = n > 2, le vainqueur est proclamé au duel n,

donc pas avant, et E,, ; N E,, est réalisé.
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Conclusion

pour toutn > 2, £

n—

(b) Loi de X. X esta valeursdans N. Ona (X =0) =) _, E,, et par continuité
monotone et la question I1.6, P(X = 0) =lim P(E,,) = 0. De plus (X =1) = () car
E,=Q(N >3).Pourn >2,commeE, CFE, ;:

P(X =n)=P(E, ) - P(E,).

Existence de l'espérance. X est a valeurs positives; il suffit de montrer la convergence de

Z nP(X =n).

Pour M > 2, par un changement d’indice :

> nP(X =n) =Y nP(E, )~ Y nP(E,) = 3 (n+DP(E,) = Y_nP(E,)

Le premier terme de la premiére somme vaut 2P(E, ); pour 2 < n < M — 1l il reste
P(E,); il reste enfin —M P(E,,). D’ou :

M M—-1
> nP(X =n)=P(E,)+ Y _ P(E,)— MP(E,).
n=2 n=1

D’apres la question I1.6, 0 < M P(E,,) < ¥ Mp™ — 0 par croissances comparées

(0 < p < 1). Donc les sommes partielles convergent : la série

Z nP(X =n),

30/37



@ Prépa Simple

Ecricome — Mathématiques — 2014

a termes positifs, converge, et X admet une espérance. En passant a la limite, avec

P(E))=1:

+00

E(X)=1+)_P(E,).
n=1
Valeur. Avec la question IL.7 :
) e 1_qN—1_qu—1+1_qN—1_1_qN
(X) =1+ N—1 N—1 = N-1°
pq pq pq
carpg" Tt — ¢t = —¢" (1 —p) = —¢".
Conclusion
X admet une espérance,
+00 1 qN
E(X)=1+) P(E,) =—x+
n=1 /2]
pe 1 7/8 : :
Vérification : pour N =3et p= 5 E(X)= i3 = 7, en accord avec la simulation

de la question I.1(c).

PARTIE III : Calcul de P(FE,).

1. Question adaptée au programme actuel : z est désormais un réel (et non un

complexe).

Soit z € R tel que Q(z) =0et Q'(z) = 0.

R(z) = 0:d’apres l'identité admise, R(z) = (¢z — 1)Q(z) = 0.
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R’(z) = 0 : en dérivant l'identité polynomiale (¢X — 1)Q(X) = R(X), on obtient
qQ(X) + (¢X — 1)Q(X) = R'(X), d'ott R'(2) = ¢Q(2) + (¢z — 1)Q’(2) = 0.

z € [0, 400] : en évaluant la seconde identité admise en z :

2R (2) = NR(z) = (N —-1)z— N, soit 0=(N—-1)z—N,

donc =z > 0 (car N > 3). Ainsi z € [0, +o0[.

T N_1

Contradiction : z est une racine de @ dans [0, +oo|, donc z = 7 par unicité (question
I1.5). Mais alors Q’(z) = Q’(ry) > 0, ce qui contredit Q)'(z) = 0.

Conclusion

aucun réel nannule a la fois @) et ) ; toute racine réelle de ) est de multiplicité 1.

Justification de l’affirmation qui suit (cas N = 3). Pour N = 3, Q(X) = pgX? +pX — 1
est de degré 2 (car pg # 0) et admet la racine réelle r;. On peut donc factoriser

Q(X) = (X —r3)(pgX + ¢) pour un réel ¢, ce qui fournit une seconde racine réelle. Les
deux racines réelles z;, z, de () sont distinctes, puisque toute racine réelle est simple;
elles sont non nulles car Q(0) = —1 # 0. Le coefficient dominant de ) étant pq, on
obtient Q(X) = pg(X — 2z;)(X — z,). On peut aussi le voir directement : le discriminant

p? + 4pq est strictement positif.

1
Remarque : comme Q)(0) = —1 et que le produit des racines vaut —— < 0,1'une des
pq
racines est 7; > 0 et 'autre est strictement négative.

2. Question adaptée au programme actuel : on travaille avec N = 3, dans R, [X] et R%.

(a) Linéarité : pour 5,7 € R, [X]eta,f € R, (aS+ (T) (i> =aS (i> + BT (i)

“j Zj “j

pour j =1,2,donc f(aS + BT) = af(S) + Bf(T).
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Méthode 1 — Injectivité et dimension.

1 1
Soit S € Ker(f): S (i) =8 (l) = 0. Comme 2, # z,,lesréels — et — sont

il %) il %)
distincts; S, de degré au plus 1, possede deux racines distinctes, donc S = 0. Ainsi f est

injective. Comme dim R, [X] = 2 = dim R?, f est un isomorphisme.

Méthode 2 — Construction explicite de 1’antécédent.

1 1
Soit (y;,v,) € R%. Notons ¢, = = distincts. Le polynéme
1 2

vérifie S(c;) = y; et S(cy) = y, : f est surjective. Avec 1’égalité des dimensions (ou

l'unicité obtenue par la méthode 1), f est un isomorphisme.

La méthode 1 est la plus rapide; la méthode 2 (interpolation de Lagrange) donne en

plus la bijection réciproque.

Conclusion

f est un isomorphisme de R, [X] sur R?.

(b) La base canonique de R,[X] est (1, X) et f(1) = (1,1), f(X)= (zi’ zi) Les
1 %2

colonnes de A sont les coordonnées de ces images dans la base canonique de R? :

1
1 — 1 1
A= “1 tA =
1|’ 1 1
1 _ - -
Z9 21 %9
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(c) Le systeme (§) s’écrit matriciellement :

Méthode 1 — Transposée d'une matrice inversible.

f est un isomorphisme, donc sa matrice A est inversible; la transposée d"une matrice

inversible est inversible, avec (*A)~! = {(A™1). Le systétme admet donc 1'unique solution

Méthode 2 — Formule de 'inverse d’ordre 2.

a b

1 1
Pour 'A = ,la quantité ad —bc = — — — estnon nulle car z; # z,; " A est
z z
e d 2 21
donc inversible et :
1
1 P
t A1 — 2
cat=r—| =
———\|-—= 1
2l 2y

La méthode 1 se généralise a toute dimension; la méthode 2, propre a l'ordre 2, fournit
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explicitement «; et . Ici P(E,) = P(E,) =1 (question I.3 avec N = 3), donc

1
— 1
y4
o=
& &
et
1
1— —
2
Oy =
& &
Conclusion

le systéme (&) admet une unique solution (a4, a,).

3. Question adaptée au programme actuel : cas N = 3.

Relation de récurrence. Soit n > 3. Pour j € {1,2}, z; # 0 et Q(z;) = 0, ’est-a-dire
pZ; +pqzj = 1. Alors :

2 2 2
> opd My =Dy (p2 " 4 paz ") =3 am " (024 pazd)
=1

k=1 Jj=1

Egalité P(E,,) = u,,. On raisonne par récurrence forte. Par définition de (o, ay) :

a;
uy = oy + oy = P(Ey), u2=Z—1+Z—2:P(E2).
1 2

Soit n > 3 tel que P(E,,) = u,, pour toutm € {1,...,n — 1}. Par (R,) (valable pour

n > N = 3) et la relation précédente :
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P(En) = pP<En71) +qu(En72) = PUyp_1 +pqun72 = Uy

Conclusion

pour tout n > 3,

=1
(6% (8%
etpourtoutn >1, P(E,)=u, nil n31
21 Z9

1 1
Lien avec la partie I : pour p = 5 Q(X) = Z<X2 +2X —4), de racines z; = —1+ /5

1 1 5) 1 1—-+v5
etz = —1— Vbt  — = + V5 =r, —= V5 = r, : on retrouve les racines
21 4 29 4
3 5 5—3
de la question I.4. Le calcul donne «a; = +—\/_ et a,= \/_— ; par exemple
2V5 2V5
3
us = ;7% + ayr3 = — = P(E;). Une vérification numérique (code exécuté) confirme

4
P(E,) =u, pourn < 9a10 ' pres.

Relevé des adaptations

e Probleme, partie I, question 1 (a), (b), (c) : Code adapté en Python. Les fonctions
demandées en Turbo-Pascal sont demandées en Python; la commande random est
remplacée par rd.random() de numpy.random, qui renvoie un réel de [0, 1[ (et non
[0,1]). L'indication de la question (c) est précisée : la valeur 1 de DUEL signifie que
A, gagne, et le test TEST_VICTOIRE porte sur les numéros des gagnants des trois
derniers duels. Justification : langage Pascal hors programme; l'indication originale,
prise littéralement (trois valeurs consécutives égales de DUEL), ne caractérise pas la

fin du tournoi.

e Partie III, question 1 : le nombre complexe z est remplacé par un réel z; la conclusion

devient «chaque racine réelle de () est de multiplicité 1». Le recours au théoréme de
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d’Alembert-Gauss est supprimé. Justification : nombres complexes hors programme.

e Partie III, paragraphe suivant la question 1 : rectification d’une erreur du PDF. La
factorisation y était écrite sans coefficient dominant et avec une coquille
((X —2y)(Z — zy5_1)) ; le coefficient dominant de Q est pg’¥ 2. Dans la version

adaptée (N = 3), la factorisation correcte Q(X) = pg(X — z;)(X — z,) est donnée.

e Partie III, questions 2 et 3 : on suppose N = 3; l'application f est définie de R;[X]
dans R?, le systéme (S§) comporte deux équations et la suite (u,,) deux termes.
Justification : pour N > 4, Q possede au plus deux racines réelles (sa seule racine
positive est 7y, et il a au plus une racine négative), donc des racines non réelles; la
méthode exige alors les nombres complexes. Le cas N = 3 conserve 1'objectif
(formule explicite de P(E,,)), la méthode (isomorphisme d’évaluation, transposée,

systéme, récurrence) et reste entiérement réel.

e Aucune figure n’est présente dans le PDF; le tableau de la question 1.2 est retranscrit

en tableau Markdown.
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