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1. EXERCICE.

Dans tout I'exercice, on identifie R™ et M, ; (R) lorsque c’est commode, et on note

diag(d, ..., d,,) la matrice diagonale de coefficients diagonaux d,, ... ,d,,.

Question 1.

Il s’agit de diagonaliser .S. On utilise le résultat du cours : une matrice d’ordre n

possédant n valeurs propres réelles deux a deux distinctes est diagonalisable.

Pour tout i € {1, ..., n}, choisissons un vecteur propre V; € M, ;(R), non nul, associé a

Des vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes forment une
famille libre. La famille (V7, ..., V,,) est donc une famille libre de n vecteurs de M, ; (R),

espace de dimension n : c’est une base de M, ;(R).

Soit P la matrice dont les colonnes sont V;, ..., V,,. Ses colonnes formant une base, P est

de rang n, donc inversible.

v

La ¢-iéme colonne de SP est SV; = \;V;, qui est aussi la i-iéme colonne de PD avec

D = diag(), ..., A,,). Donc SP = PD, puis, en multipliant & gauche par P~ :

P71SP = D =diag(\y, ..., \,)

Conclusion

il existe P inversible telle que P~'SP = D soit diagonale. Dans toute la suite, on

fixe un tel P et D = diag(\,, ..., \,), les colonnes de P étant rangées dans cet ordre.

Question 2.a.

On doit montrer que f est linéaire et bijective. Un point préliminaire est essentiel : les

réels 11, = \¥ sont deux a deux distincts.

Préliminaire : pour k impair, I’application x — z* est strictement croissante sur R. Soient

x < yréels; k > 1 car k est impair.
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e Si0 < z < y:en multipliant k inégalités entre réels positifs, % < y*.

e Siz<y<0:0<—y<—=xdonc (—y)* < (—2)*; comme k est impair, (—t)* = —t¥,

d'ott —y* < —aF, soit 2% < yF.
e Siz<0<y:zF=—(—2)F<0<yr.

Cette application est donc injective. Comme les \; sont deux a deux distincts, les réels

py = ¥, ..., 1, = Ak sont deux a deux distincts.

Linéarité : pour 17,7, € Eeta € R, pour tout i, (o1} + T5)(p;) = o1} (p;) + To(p;), donc
flaTy +T1y) = af(Ty) + f(T,). Uapplication f est linéaire de £ dans R".

Dimensions : F = R,,_;[X] admet pour base (1, X, ..., X" 1), donc dim E = n = dim R™.

Méthode 1 — Noyau et dimensions.

Soit T" € Ker f. Alors T'(p,) = --- = T'(u,,) = 0: T admet n racines deux a deux distinctes.
Or un polyndéme non nul de degré au plus n — 1 admet au plus n — 1 racines. Donc

T =0etKer f = {0} : f est injective.
Par le théoréme du rang, rg f = dim F — dimKer f = n = dim R", donc f est

surjective.

Méthode 2 — Polynémes interpolateurs de Lagrange.

Pouri € {1,...,n}, posons
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(les dénominateurs sont non nuls car les 1, sont distincts; pour n = 1, le produit est
videet L; = 1). Le polynome L, est de degré n — 1,donc L, € E, et L,(i;) =1,
L,(p;) = 0pour ! #i. Ainsi f(L;) = e;, olt (eq, ..., €,,) est la base canonique de R™.

L'image de f est un sous-espace vectoriel contenant une base de R" : f est surjective. Par

le théoréme du rang, dimKer f =n —n = 0: f est injective. De plus, par linéarité,

f (Z yiLz-) = (Y1, Un)

ce qui donne explicitement f~*.

Comparaison : la méthode 1 est la plus rapide (on compte les racines) ; la méthode 2

construit 'application réciproque, utile lorsqu’on veut le polynéme U de facon explicite.

Conclusion

f est une application linéaire bijective de E sur R", c’est-a-dire un isomorphisme

d’espaces vectoriels.

Question 2.b.

Le vecteur (A, ..., A,,) appartient a R”. Comme f est bijective, il admet un unique
antécédent U € E par f, c’est-a-dire un unique U € E tel que
(UMD, .., UNE)) = (A, ., A)-

Conclusion

il existe un unique polynéme U € E tel que U(A\F) = \, pour tout i € {1,...,n}
(d’apres la méthode 2,

Question 3.
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On calcule R(D) grace au caractére diagonal de D, puis on transporte le résultat a S par

la similitude.

Ecrivons
n—1
U= E quJ.
7=0
Alors

n—1
_ ik
R=> uX*—X,
Jj=0

et pour toute matrice carrée M, comme (M*)/ = Mk

n—1
R(M) =) u;M*—M=UM*)—M
j=0

Polynéme d’une matrice diagonale : si A = diag(d,, ... ,d,,), alors A7 = diag(d], ..., d},)
pour tout j € N, donc par combinaison linéaire Q(A) = diag(Q(d,), ..., Q(d,,)) pour tout
polynome Q.

Ainsi D* = diag(A\¥, ... ) \E) et

U(D*) = diag (U(X}),...,U(AF)) = diag(A, ..., \,) = D

d’otu R(D) = U(D*) — D = 0.

Passage a S :ona S = PDP~!. Par récurrence, S7 = PDJP~! pour tout j € N : c’est vrai
pour j =0 ([, = PInP_l) et, si c’est vrai au rang j,
Sitl = ppip~'PDP~! = PD/*1 P71, Par linéarité, Q(S) = PQ(D)P~! pour tout

polynéme (. Donc :
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R(S) = PR(D)P' =0

Remarque : si k > 3, U(X*) ne contient que des puissances de X multiples de k, donc le
coefficient de X dans R vaut —1l et Restnonnul.Sik=1etn >2,U — X € F s’annule
en les n réels distincts \;, donc U = X et R = 0; mais dans ce cas I'’hypothese

ASk = Sk A est exactement AS = S A et la suite est immédiate.

Conclusion

R(D) =0et R(S) = 0, c'est-a-dire que R est un polyndme annulateur de D et de S.

Question 4.a.
Raisonnons par récurrence sur p € N.
Initialisation : pour p = 0, S° = I, et AI,, = I, A.

Hérédité : supposons ASP* = SP A pour un certain p. Alors, en utilisant ’hypothese de

récurrence puis AS* = S¥A :

ASPHIk — (ASPR)GE — GPE(AGk) — gPkgk A — GPHLEA

Conclusion

pour tout p € N, ASPF = SPF A,

Question 4.b.

Méthode 1 — Avec le polynéme annulateur R.

D’apres la question 3, R(S) = U(S*) — S = 0, donc
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n—1
S=U(S%) =) u;5%*
=0
En utilisant la question 4.a avec p = j pour chaque j :

n—1 n—1
AS = uASTF = w5k A = SA
j=0 j=0

J J

Méthode 2 — Avec les vecteurs propres.

Soiti € {1,...,n} et V, la i-iéme colonne de P (question 1). Par récurrence, S*V, = AV,

Donc

SH(AV;) = A(S*V,) = AP AV,

Déterminons les vecteurs W tels que S*W = A*W.On a S¥ = PD*P~! (question 3).
Posons Y = P~1W, de coordonnées y;, ..., y,,. L'égalité S¥W = \sW équivaut a
DFY = \FY, soit AFy, = AFy, pour tout I. Comme les AF sont deux a deux distincts

(question 2.a), y; = 0 pour [ # i. Donc W = PY = y,V est colinéaire a V.

Ainsi AV, = ¢;V; pour un réel c;. On en déduit :

Donc (SA — AS)V, = 0 pour tout 7, c’est-a-dire (SA — AS)P = 0. Comme P est
inversible, SA — AS = 0.

Comparaison : la méthode 1 utilise la construction préparée par 1’énoncé (S est un

polynome en S*). La méthode 2 montre directement le role de l'imparité : z — z* étant
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injective, S* a les mémes droites propres que S, et toute matrice qui commute avec S*

laisse stables ces droites.

Conclusion

AS = SA.

Question 5.a.

1 1
On exhibe deux vecteurs propres. Posons X, = et X, = ,nonnuls. On a
1 —ll
1 =1l
1 1

Donc 1 et —1 sont valeurs propres de S. Une matrice d’ordre 2 ne peut avoir plus de
deux valeurs propres distinctes (des vecteurs propres associés a des valeurs propres

distinctes forment une famille libre de R?).

Conclusion

S possede exactement deux valeurs propres distinctes, 1 et —1; elle vérifie donc les

hypotheses de 1'exercice avec n = 2.

Question 5.b.

Calcul de S?:

S? = - — Ji,

Pour tout p € N, S? = (§%)P = [,, donc AS?? = A = S?P A: A commute avec toute
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puissance paire de S.

En revanche :

AS: = y SA: =5

Ces matrices different (coefficient (1,1) : —1 # 2), donc AS #+ SA.

Interprétation : avec k = 2 pair, \? = A2 = 1, les réels \¥ ne sont plus distincts et
I'application f de la question 2 n’est plus injective. Lhypothése « k impair » est donc

indispensable.

Conclusion

A commute avec toutes les puissances paires de S mais pas avec S.

2. EXERCICE.
Question 2.1.1.

On utilise le théoreme de la bijection pour une fonction continue strictement monotone
sur un intervalle.

™
, =

Sur [0 1

] € [0, 7], 1a fonction cos est continue et strictement décroissante, et

T 2 1 . ifis . .
CcosS T > CoS 1= 9 > 0.Donc f = — est bien définie, continue, et strictement
cos
croissante sur I (l'inverse d"une fonction strictement positive strictement décroissante

est strictement croissante).

: . ik / sinv . "
On peut aussi le voir par la dérivée :  f’(z) = —5—, qui est strictement positive sur
cos®w

10, %] et nulle seulement en 0.

Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de I sur f(I) = [f(0), f(-)]. Or
m 1
O)=1let f(5)=——=V2.
7(0) 1= 757
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Conclusion

f réalise une bijection de I sur J = [1,1/2]; sa réciproque f~' est continue et stric-

tement croissante sur J, a valeurs dans /.

Question 2.1.2.
Les courbes de f et f~! sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = .

Eléments utiles au tracé :

f(0) =1et f/(0) = 0: tangente horizontale au point (0, 1); par symétrie, la courbe de

f~! admet une tangente verticale au point (1, 0).

o f()=V2et p(Zy= V2L

=/2; par symétrie, la tangente a la courbe de f =

4 12
au point (\/5 z) a pour pente i
) 4 \/5'
1+sin’z
e f’(x) = ——=—— >0 (voir la question 2.2.3) : f est convexe sur I, et f*,
cos” x

réciproque croissante d'une fonction convexe croissante, a une courbe tournée vers

le bas (concave).

Surl, f(z) >1>xzcar x < - <1:lacourbede f estau-dessus de la droite y = z,

NS

celle de f~! en dessous.
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Conclusion

les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice, celle de f

allant de (0,1) a (Z, V2), celle de f~* allant de (1,0) a (V2, %).
Question 2.1.3.
Soitx e Jet 0= f"1(x) €0, %] Par définition, f(0) = z, soit c0159 =z, donc

1
cosf = — (x > 1,donc x # 0).
z

1
Comme 6 € [0, Z] C [0,7],sin® > 0. De cos?# 4 sinf = 1, on tire  sin®# =1 — —

5
quantité positive puisque x > 1. Le réel positif sin  est donc la racine carrée de ce

nombre.
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Conclusion
1 1 1 1
pour toutx € J, cos(f~(z)) = - et sin(f ' (z)) =1/1——.
X
Question 2.1.4.

Remarque préalable : v/2 est 'extrémité droite de J = [1,/2]; la dérivabilité en /2

s’entend a gauche.

Méthode 1 — Théoreme de dérivation de la réciproque.

f est dérivable sur I, de dérivée f'(6) = :;2299. Soitz € J\ {1} =]1,v2] et = f~1(x).

Comme f(0) =1# z,60 #0,donc 6 €]0, %] etsinf > 0: f'(6) # 0.

Le théoréme de dérivation de la réciproque assure alors que f~! est dérivable en z et que

1 cos? 6
“1N/ () — _
D’apres la question 2.1.3 :
(P L S S ——
V1—1/z2 , Ja2—1 2 vVaz—1 avz?2-—1
L 2 g
x

car £ > 0 donne V22 = z.

Méthode 2 — Expression explicite a I’aide de 1’arctangente.

Soitx € J et = f~!(z). D'apres la question 2.1.3,
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in 0 1
Y 1— = =Va2—1

tanf = =
cos 6 T

s
4
[, on obtient :

Comme 6€[0,—]C|]— g, g[ et que arctan est la réciproque de la restriction de tan a

T

]_2’2

Vz € J, f(z) = arctan( 72 — 1)

Sur ]1,v/2], x ++ 22 — 1 est dérivable et strictement positive, la racine carrée est dérivable
sur )0, +oo[ et arctan est dérivable sur R. Par composition, f~! est dérivable sur |1, /2],

et:

T 1 1

Va2 —1 1+ @*=1) 221

(f ) (@) =

Comparaison : la méthode 1 est générale (elle ne demande aucune formule pour f~1);
la méthode 2 donne en plus une expression explicite de f~! avec une fonction usuelle du

programme.

Complément : f~! n’est pas dérivable en 1. Sinon, en dérivant f(f!(z)) =z enz =1,
on obtiendrait f'(0) (f~')’(1) = 1, impossible car f’(0) = 0.

Conclusion

ftestdérivablesur J\ {1} et (f 1) (z)=

Question 2.1.5.

Une fonction dérivable en un point admet un développement limité d’ordre 1 en ce
point, donné par sa valeur et sa dérivée. Ici V2 est I'extrémité droite de J : le

développement est valable a gauche de /2.
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T s
Ona f(V2)=7(car f(7)=VDet (F)V(V2)=—F7—==

Conclusion

quand = tend vers /2 par valeurs inférieures,

T V2
) = 1T 5 @= V2) + o(xz — V2)
Question 2.2.1.
™ T
La fonction cos est de classe C*° sur R et ne s’annule pas sur | — 55 [, intervalle ouvert
qui contient I. Comme inverse d'une fonction de classe C* qui ne s’annule pas,
T
T o est de classe C*° sur | — 5 5[, donc sa restriction f est de classe C*° sur I.
x
Conclusion

f est de classe C'*° sur 1.

Question 2.2.2.

On construit les polyndmes par récurrence, ce qui fournit en méme temps la relation de

la question 2.2.4.

Définissons P; = X et, pour toutn > 1, P, ,; = (1 — X?)P, + (n+ 1)XP,. Ce sont bien

des polynomes. Montrons par récurrence la propriété 7 (n) :
P, (sinz)
Ve eI, fM(g) = "7
v f(@) cos"tl g

sinz _ P(sinz)

Initialisation:  f'(z) = —5— = S
cos® x cos® x

Hérédité : supposons H (n). On dérive f™)(z) = P, (sinz) (cos )~ ") comme un

produit :

fr+U(z) = Pl (sinz)cosz (cos )" ") + P (sinz) (n 4 1) sinz (cos z)~ ("2
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n+2

P . 2 . 1. . 2
En réduisant au dénominateur cos x et en utilisant cos? x = 1 — sin” x :

1 —sin®2) P, (sinz) + (n+ 1) sinz P, (sinz P, (sinz
n n _ +

(n+1) ) = =
/ (=) cos"t2 x cos" 2 ¢

Q(sinx)  Qy(sinz)

Unicité : si deux polyndmes @, @), vérifient =
POy bz cos"lx  cos"la

pour tout z € I,

alors Q; — @, s'annule sur  sin(/) = [0, ?], ensemble infini, donc Q; = Q5. Le

polynéme P, de 1’énoncé est donc unique et coincide avec celui construit ci-dessus.

Conclusion
P (si
pour tout n € N*, il existe un unique polynéme P, tel que ™ (z) = #ﬂw)
cos" " x

pour tout x € I.

Question 2.2.3.

Onadéa f'(x)= sm2:1: ,donc P, = X.
cos® x

On dérive le quotient :

cosx - cos’x —sinx - (—2cos x sin cos?z +2sin’z  14+sin’z

cos*z cos3 x cos3 x

Par unicité (question 2.2.2), P, = 1 + X2. On vérifie la cohérence avec la relation de
récurrence: (1 — X?)-14+2X - X =1+ X2

Conclusion

P=XetP,=X%2+1.

Question 2.2.4.

D’aprés la question 2.2.2, les polynomes définis par P, = X et
P,,1 = (1—X?*P,+ (n+1)XP, conviennent, et les polynomes P, sont uniques. Donc

la relation est vérifiée pour tout n € N*.
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Calcul de P; avecn =2

Pa=(1—-X%)-2X+3X(1+X?)=2X—-2X3+3X+3X3=X3+5X

Conclusion

Vn e N*, P,

n

a=0=X*P +(n+1)XP,, et P, = X3 +5X.

Question 2.2.5.

Les premiers calculs suggerent : P, est de degré n et de coefficient dominant 1.

Montrons-le par récurrence.
Initialisation : P, = X convient.

Hérédité : supposons P, = X" + @Q,, avec deg Q,, < n — 1. Alors P, = nX" 1 + Q/, avec
deg Q;, < n — 2. Les termes de degré n + 1 de P, proviennent de
—X2 . nX"1=-nX"letde (n+1)X - X" = (n+1)X""; tous les autres termes sont

de degré au plus n. Le coefficient de X! dans P, ; vautdonc —n + (n+ 1) = 1 # 0.

Conclusion

pour tout n € N¥, P, est de degré n et de coefficient dominant 1.

Question 2.3.1.
1
Pour tout n € N*, la fonction x  [f(z)]" = p— est continue sur le segment [0, %]
x
(question 2.1.1), donc I,, est bien défini. On remarque que la formule
/4 w/4
I, = / [f(z)]" dx reste vraie pour n = 0, puisque / ldx = % = .
0 0

1
Calcul de I, : une primitive de — sur [ est tan, donc
cos

™

4 dx T
I, = —tan— —tan0 =1
2 / cos? z 4
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Conclusion

la suite est bien définie et [, = 1.

Question 2.3.2.
Pourt € R\ {—1,1}:
a b a(l+t)+b(1—t) (a+Db)+ (a—Db)t

1t 11t 1—¢2 1—¢2

L'égalité voulue équivaut a (a + b) + (a — b)t = 1 pour tout ¢t € R\ {—1, 1}. Le polynéme
(a+b—1)+ (a—b)X aalors une infinité de racines, il est doncnul: a + b = 1 et

- 1 .
a — b = 0. Réciproquement, a=0b= 3 conviennent.

Conclusion

—b—lc’estadire 1 —1< L + 1)
==y 1— 2\1—¢t 1+¢/

Question 2.3.3.

On écrit l'intégrande sous la forme g(sin =) cos « pour effectuer le changement de

variable t = sinz. Pourz € I :

1 cos T cosx

cosz cos’x 1—sinx

us 1
La fonction sin est de classe C! sur [0, Z]’ et g:t— T est continue sur

/3

2
[0, 7] C [0,1[. Le changement de variable ¢t = sinz, dt = cos = dz, donne :

| S

T
I :/Z Ccos T dx:/ dt
"y l—sin’z , 1—t?
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Avec la question 2.3.2, et les primitives —In(1 — ¢) de 1_tet In(1+1¢)de T o
[0,1]:
V2 "z s
1 o 1 9 1 2+ V2
I =-[Il+t)—In(1—t),2 =:n 2 [=ZIn
2

En multipliant numérateur et dénominateur par 2 + /2 :

2+V2 _ (2+\/§)2:6+4\/§:3+2\/§:

2_v2  4-2 2 1+v2y

Conclusion

I, = %ln ((1 + \/5)2) = In(1 4 v/2) (environ 0,881).

Question 2.3.4.

Pour x € I, f(x) > 1,donc [f(z)]" — [f(z)]" = [f(2)]"(f(z) — 1) > 0. Par croissance de

l'intégrale (bornes dans l'ordre croissant), I, ; — I,, > 0.

n

L'inégalité est méme stricte : la fonction = = [f(x)]"(f(z) — 1) est continue, positive, et
T
non identiquement nulle sur I (elle est strictement positive sur |0, Z])' donc son

intégrale est strictement positive.

Conclusion

la suite (7,,),,c- est strictement croissante (et 1'on a aussi [, < I;).

Question 2.3.5.

Question adaptée au programme actuel : I'énoncé original affirme l'inégalité pour tout

s
n € N*. Pour n = 1, la borne 1= 1 est strictement négative : I'intervalle d’intégration

™

4 dx O dx
sort de I, et la premiére inégalité est fausse, car /74 =1 + ﬁ > 1.
", cosz T cosx
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L'énoncé est rectifié en «pour tout n > 2», ce qui ne change pas 1'étude de la limite.

1
Inégalités. Soitn > 2et «, = g — —. Comme
n

1 1 0
F < Z < Z,ona a, G]O,Z[

Par la relation de Chasles et la positivité de I'intégrale (la fonction intégrée est positive

et0<a,):

™ ™

o o o
" dx dx dx
= [ s [P 2
y cos"zT n, COS™ n, COS™

T L T
, Z]' la décroissance de cos sur |0, 5] donne 0 < cosz < cos «,,, donc

Pour =z € [a,

1 . 1
=
cos"xz = cos" «,,

. Par croissance de l'intégrale :

Comportement de la suite.

Méthode 1 — Avec la minoration imposée.

1
Posons h = —; €]0, —]. Par la formule d’addition du cosinus :

2 €104]
s LT 2 .
Cos o, = COS — cos h + sin —sinh = 7(cosh+smh)

4 4

Onacosh+sinh >0 (car h €]0, g[),cosh < letsinh < h (la fonction u — v —sinu a

pour dérivée 1 — cosu > 0 et s’Tannule en 0). Donc 0 < cosh +sinh < 1+ h, puis :
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2 1\"
0 <cos"a,, < <£> <1 + —2>
2 n

Par convexité de I'exponentielle (inégalité de la tangente en 0), 1 + u < e* pour tout réel

1 w n—y — 2 "
u, donc (1 + —2> <e n° =en < e. Comme — | = (\/5)", on obtient :
n V2
1 (V2)r 1 enlnv2
vn 22, I”>F. e e nZ
enln\/§
Comme In /2 > 0, les croissances comparées donnent 5— — +00, donc par
n

comparaison I,, — +oo0.

Méthode 2 — Minoration sur un intervalle fixe.

A ] o . ™ T
Pour tout n > 1, avec le méme raisonnement sur l'intervalle fixe [§ Z] :

Y

T n
In > /;4 di g ! ™
T cos"x =
3 Ccos 3
Or 0 < cos T < 1,donc —1 > 1 et la suite géométrique tend vers +
i , \Y 00 :
8 cos(m/8) & d

I, = +o0.

Comparaison : la méthode 2 suffit pour établir la divergence; la méthode 1, imposée par

(vV2)"

I’énoncé, fournit une minoration explicite de I'ordre de ——=—, bien plus précise que la
n2
1

minoration géométrique de raison —
& d cos(m/8)

~ 1,08.
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Conclusion

pour tout n > 2, les deux inégalités sont vraies, et liIJP I, = +o0.
n—+oo

Question 2.3.6.

Méthode 1 — Intégration par parties.

1
Soit n € N. On écrit

et on pose, sur I, u(z) = (cosz) " et

cos"™ g cos"x cos’x
v(x) = tan x. Les fonctions u et v sont de classe C* sur I, avec v/(z) = nsinz (cosz) ™!
: _ N ’ - Q2 . .
(y compris pourn =0,ottu’ =0) et v'(z) = o Par intégration par parties sur le
segment I :

s s

T
— — q q )
tanx 4 nsinz sSinx 4 sSIn"x
I"”:[ ® ]4_/ I de=(V2)" —n [ ———de
cos”x ] Cos T COSZ Cos T

1
car tan_ = 1, = (V2)" et tan0 = 0. Avec sin” z = 1 — cos? z et la linéarité :

4 cos™(m/4)

In+2 = (\/E)n - nIn+2 + nIn

dott (n+ 1)1,,.5 = (V2)" +nl,,.

Méthode 2 — Dérivation d’une primitive bien choisie.

sin
Soit g(z) = n—ﬁ, de classe C! sur I. On calcule :
cos"tx
.2
, cos (n+1)sin”z 1 ( 1 1 ) n+1
T)= = n+1 — = —
g(=) cos" x cos" 2 x cos”z | (n+1) cos"2 g cos"x cos" 2 g
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n

cos™ x

En intégrant sur [ : g(%) —9(0)=(n+1)I,,o —nl,.Org(0) =0et

) = L3y = (v

s
9(3
Comparaison : la méthode 1 est 'approche standard pour les relations de récurrence
entre intégrales; la méthode 2, plus rapide une fois la fonction g trouvée, demande de
deviner cette primitive (elle s’obtient précisément a partir du crochet de 'intégration

par parties).

Conclusion

2 n
(v2) b (on retrouve I, = 1 pour n = 0).

tout N, I =
pour tout n € n+2 | ntlm

3. PROBLEME.

Notation : on note (}) le coefficient binomial (noté C{ dans 1’énoncé original) et P(-) la

probabilité, pour éviter toute confusion avec le parametre p.

Modélisation de la partie 3.1. Posons N = n + m — 1. On modélise les choix successifs
par des variables C1, ..., Cy mutuellement indépendantes, a valeurs dans { A, B}, avec
P(C; = A) =pet P(C; = B) = q; la j-ieme boule est mise dans l'urne C}, et 'on s’arréte
dés qu'une urne est pleine. L'expérience s’arréte au plus tard aprés N étapes : apres N
boules, si A contient au plus n — 1 boules, B en contient au moins N — (n — 1) = m.

Seuls les NV premiers choix sont donc utiles.

Lemme (utilisé plusieurs fois). Pour des entiers a,b > 0 avec a + b < N, le nombre de A
parmi C,, ..., C, ., suit la loi binomiale B(a + b, p), car c’est une somme de a + b

variables de Bernoulli indépendantes de parametre p. Donc :

b
P(exactement a choix A parmi les a + b premiers) = (a + > g’

a
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3.1.1. Préliminaires.

Question 3.1.1.1.

2
1
aiy) o,
a4 = = - = —,
! 4 4 2
Pourn >1,a, > 0Oet:
2n + 2
n+l) (@n+2)! n?  (©2n+2)2n+1) 2(2n+1)
2n\  (n+1)12 (2n)! (n+1)>  on+1
n
donc
Api1  /n+1 1 22n+1) 2n+1
a,, n 4 n+1 2vnvn +1
Conclusion
1 2 1
a, = - et an+1= iy .
2 ap, 2¢/n(n+1)

Question 3.1.1.2.

Les deux membres étant positifs, il suffit de prouver a2 < 1 On raisonne par
récurrence.
e (=D
. 1 - 4 ~ 3 .
Hérédité : supposons a2 < " Avecla question 1 :
2n+1
s o (2n41)? n (2n +1)2 2n+1

Il =0 it 1) S2nt 1 dn(nt 1) 4n+ 1)
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2n+1 n+1

nsD Somt3 équivaut (dénominateurs positifs) a (2n+1)(2n +3) < 4(n+1)3,

n-+1

it 4n” + 8n + 3 < 4n* + 8n + 4, qui est vrai. D 2 S 7
soit 4n* + sn + n” 4+ 38n + 4, qui est vrai. Donc aj;, .4 2t 1) +1

Conclusion

< .
" 2n + 1

pourtoutn > 1, a

Question 3.1.1.3.

2
Monotonie : (2n + 1)2 = 4n? +4n + 1 > 4n? + 4n = (2 n(n + 1)) , et ces quantités sont

a
positives, donc L > 1. Comme a,, > 0, la suite (a,,) est strictement croissante.

a’n
Majoration i < i L donc < 1 ourtoutn > 1
ion : — == — pour tou )
) M+l 2n 2 InS /5P "=

La suite est croissante et majorée : par le théoréme de la limite monotone, elle converge

E,

vers un réel /. Par passage a la limite dans les inégalités larges a; < a,, < on

btient = <1< —
obtient — —
2 X X \/5
Conclusion
. . 11 - :
(a,,) est strictement croissante et converge vers [ & > —2 . On utilise ensuite
1
le résultat admis par 1'énoncé : | = —= (environ 0,564, valeur compatible avec

NZ3

I’encadrement).

3.1.2. Etude de cas particuliers.

1
Icim =n, p:qzi,etN:2n—1.

Question 3.1.2.1.

On décrit les suites de choix qui menent a chaque valeur; chaque suite de j choix

1\’
donnés a pour probabilité <§> par indépendance.

Loi de R, : des la premiere boule, I'urne choisie (de capacité 1) est pleine et 'autre est
vide. Donc R, = 0 de fagon certaine : P(R, = 0) = 1.
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Loi de R, : si les deux premiers choix sont égaux (AA ou BB), 'expérience s’arréte avec
R, = 0, ¢ils sont différents, les urnes contiennent chacune une boule et la troisieme

boule remplit 'une d’elles, I’autre en contenant 1. Donc :

P(R,=0)=P(AA)+ P(BB) =

B~ =

+

e

_ % P(R, = 1) = P(AB) + P(BA) = %

Loi de R5 : R; prend ses valeurs dans {0, 1, 2}.

2 1
e [R; = 0] : les trois premiers choix sont AAA ou BBB,donc P(R;=0) = it

e [R; = 1] : l'expérience s’arréte a la quatrieme boule, avec A pleine et B contenant 1
boule, ou I'inverse. Pour A : les trois premiers choix comportent exactement deux A
1
et un B (3 suites possibles), puis le quatriéme choix est A; probabilité 3. —. Par

6 3
symétrie, de méme pour B. Donc P(R; =1) =

e [R; = 2] :les quatre premiers choix comportent deux A et deux B ((;1) = 6 suites), et

la cinquieme boule remplit nécessairement 1'une des urnes, I’autre contenant 2

6 3
boules. D PRy =2)=— = -.
oules. Donc (Ry =2) 6= 3
1 3 3
érifie: - +-+4+-=1.
On vérifie 4+8 3

Conclusion

Pyl

o
—
[\

1 1
1 3 3
P(R, =k - ° °

et R, est la variable certaine égale a 0.
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Question 3.1.2.2.

Les variables sont finies, donc espérances et variances existent. On utilise la formule de
Koenig-Huygens V(R) = E(R?) — E(R)?.

1 1 1 1 1
R,: E(R,) = Y E(R2) = 5 donc V(R,) = 54" 1 (R, suit la loi de Bernoulli
1
de parametre 5).
_ .3 .3 9 o .3 3 15
Rs: E(R;) =1 8—|—2 8—8et E(R3) =1 8—|—4 8—S,donc

15 &1 120 — 81 39
VIR =5 -5~ 61 "o

Conclusion

B(R)=0,V(R)=0; B(R)=5, V(R)=y; BRy)=q V(R)=1.

Question 3.1.2.3.

A l'issue de I'expérience, l'urne qui n’est pas pleine contient au plus n — 1 boules, donc

R, (©2) C {0,...,n —1}. Réciproquement, pour k € {0, ...,n — 1}, la suite de choix formée
n+k
de n — 1 fois A, puis k fois B, puis A a une probabilité (5) > 0 etconduita R, = k.

Conclusion

R, (Q) ={0,1,...,n—1}.

Question 3.1.2.4.a.

Soit k € {0,...,n — 1} et G}, I'événement étudié. Onan — 1+ k < 2n—2 < N.Siles

n — 1 + k premiers choix comportent exactement n — 1 fois A et k fois B, aucune urne
n’est pleine avant ou a l'issue de I'étape n — 1 + k (les contenus augmentent et restent au
plus n — 1), donc I'expérience se poursuit et les urnes contiennent bien n — 1 et £ boules.

Réciproquement, GG, impose exactement cette répartition des choix. D’aprés le lemme :
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Conclusion

1 —14+k
la probabilité cherchée vaut D= (n f + > .

Question 3.1.2.4.b.

Notons G}, I'événement «a 'issue du (n — 1 + k)-ieme tirage, B contient n — 1 boules et

A en contient k»; par symétrie des roles (p = q), P(G}.) = P(G}).

L'événement [R,, = k| est la réunion de deux événements disjoints :

e «A se remplit en dernier avec k boules dans B» = G, N [C,

n

1 = A] ren effet, si A est
remplie a I’étape o1 I'expérience s’arréte avec k boules dans B, cette étape est la
(n + k)-iéme et, juste avant, les urnes contenaient n — 1 et k boules; la réciproque est

claire.

e « B seremplit avec k boules dans A» = G, N [C,, k= BJ.

Ces deux événements sont disjoints car le choix C,, ., differe. L'événement G, ne dépend

quede C4,...,C,_,,;, doncil estindépendant de C,, ;, (etn +k < N). Ainsi :
1 1 .
P(IR, = k) = 5P(G,) + 5P(G}) = P(Gy)

Remarque : pour k =n—1,G,,_; = G,,_; (les deux urnes contiennent n — 1 boules) et la

formule reste valable, car
P(Gn—l N [CZn—l = A]) + P<Gn—1 N [0211—1 = B]) = P(Gn—l)
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Conclusion

pour tout k£ € {0,...,n — 1},

P([ank]):#<n—;+k>

On retrouve les lois de R, et R; obtenues a la question 1.
Question 3.1.2.5.

Soit k € {0,...,n—2}.Ona

n+k\ (n+k)! n+k (n—14+k)! n+kn—-1+k
(k—i—l)_(k—l-l)!(n—l)!_k—i-l'k!(n—l)! _k—|—1< k >

donc, avec la question 4.b :

2(k+ 1)P(R, = k+1]) =2(k+1) -

n+k 1 n—14+k
k_|_1 2n+k

— (n+k);<n_1+k) =(n+k)P([R, =k])

2n+k—1 k

Conclusion

la relation est vérifiée pour tout k£ € {0, ..., n — 2}.

Question 3.1.2.6.

Notons 7, = P([R,, = k]). On somme la relation de la question 5 pour k de 0 a n — 2.

n

Membre de gauche, avec j = k + 1:

n—2 n—1
2(k + )myyy =2 jm; =2E(R,)
k=0 7=1
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Membre de droite, en ajoutant et retranchant le terme k =n — 1:

n—2 n—1 n—1 n—1
(n+k)m,=> (n+km,—@n—Dm, =n) m+» km—(2n—1)r, ; =n
k=0 k=0 k=0 k=0
+ E(Rn) - (277’ _ 1)7Tn—1
car

On obtient 2F(R,,)) =n+ E(R,,) — (2n — 1)m

n—1-

Conclusion

E(R,)=n—(2n—-1)P([R,, =n—1]).

Question 3.1.2.7.

D’aprés les questions 4.b et 6 :

n—B(R,) = (2n— 1) (2”_2>—(2n1)(”—1

22n—2

Comme n > 2, on peut faire intervenir a,,_; = 11

L m<2(n—1)>:

1 1
Quand n — +0c0: a, , — —=#0,donc a, ;~—;2n—1~2netvn—1~/n
™

YL BERYZ

— 1l
— 1). Les équivalents sont compatibles avec produits et quotients :

(car
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Conclusion

n—E(R,) ~ 2\/E quand n — +o0.
m

Question 3.1.2.8.

On multiplie la relation de la question 5 par (k + 1) et on somme pour kdeOan —2:

n—2 n—2
2(k + 1)?*my = > _(n+k)(k+ D,
k=0 k=0
Membre de gauche :
n—1
2 " jm; =2E(R2)
=1

Membre de droite : (n + k)(k+ 1) = k* + (n + 1)k + n, et le terme k = n — 1 vaut

(2n —1)nm,_;. Donc:

S
N

(n+k)(k+1)m, = E(R}) + (n+ 1)E(R,,) + n—n(2n — )7,

=
Il

D’apres la question 6, (2n — 1)7w,,_; =n — E(R,,),donc n(2n — 1)7,,_; =n? —nE(R,).1l

vient :

2E(R?) =E(R%)+ (n+1)E(R,) + n—n?+nE(R,)
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Conclusion

E(R2) = (2n+1)E(R,)) —n(n —1).

9 15
(Vérification : pour n = 3, 7. 3~ 6 = 5 conforme a la question 2.)

Question 3.1.2.9.

Par la formule de Koenig-Huygens et la question 8 :

Conclusion

V(R,)) =(2n+1)E(R,) —E(R,)?>—n(n—1). Pourn=3: ————6=—.)

Question 3.1.2.10.

Code adapté en Python (I"énoncé original demandait un algorithme en Pascal).

Méthode 1 — Calcul de la loi par la relation de récurrence de la question 5.

et l'on utilise

Onpartde P([R,=0]) =

on—1
P(R,=k+1]) = n——i_kP([Rn = k]), en accumulant k P([R,, = k]).
2(k+1)
Python
R Eemees(E)s

p=1/2%(@m - 1) # p contient P(R_n = k), initialement pour k = 0
E=0
for k in range(n): #k=0,1, ..., n-1

E=E+5k*p

p*x (m+k /(2% (k+ 1)) # passage a P(R_n = k+1)

el
]
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return E

La variable p contient P([R,, = k]) au début du tour d’indice k; la boucle parcourt
k=0,...,n—1 (laborne de range est exclue) ; la derniere mise a jour de p, au tour

k =n —1,n’est plus utilisée. La fonction renvoie

Méthode 2 — Formule de la question 6.

Ona

mno1])= (2:—_12) :ﬁ2j_1'

P([R 4n—1

n

En effet, en notant

2(2r+1 2r +1
on a ¢y = 1 et, d’apres le calcul de la question 3.1.1.1, 021 = 4((:_:_1)) = 2(: i "

Python
def esperance2(n):
c=1
for j in range(1, n): # j =1, ..., n-1
c=c* (2xj - 1) / (2%))

return n - (2%n - 1) * ¢ # formule E(R_.n) = n - (2n-1) P(R_n = n-1)
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Comparaison : la méthode 1 n"utilise que la loi de R,, ; la méthode 2 exploite la formule
théorique et évite le calcul de 2" !, qui produit des flottants nuls (dépassement de

capacité vers 0) pour n supérieur a environ 1075.

Ces deux codes ont été exécutés : ils renvoient 0,5 pour n = 2 et 1,125 pour n = 3,
conformément a la question 2, ainsi que 6,4760 ... pour n = 10. Pour n = 1000, ils
donnent n — E(R,,) ~ 35,678, a comparer avec ZW ~ 35,682 : observation
numérique compatible avec I’équivalent de la question 7, qui ne remplace pas sa

démonstration.

Conclusion

la fonction esperance(n) ci-dessus renvoie E(R,,).

3.1.3. Retour au cas général.

Les démonstrations de cette partie n’utilisent pas 1’hypothese n > 2 : elles sont valables

pour tous n > 1 etm > 1, ce qui servira dans la partie 3.2.
Question 3.1.3.1.
On décompose 'univers selon 1'urne remplie en dernier et le contenu de 1’autre urne.

Pour k € {0, ..., m — 1}, notons F4 (k) I'événement «1’expérience s’arréte parce que A est
pleine, B contenant alors k boules». Comme a la question 3.1.2.4, F4 (k) est réalisé si et
seulement si les n — 1 + k premiers choix comportent exactement n — 1 fois A (et & fois
B) et C,, ., = A:eneffet, avec k < m — 1, aucune urne n’est pleine avant 1'étape n + k.

Par le lemme et I'indépendance de C,, ,; avec C, ... ,C,,_; ., (etn+ k< N):

n—1+k _ n n—1+k
P(FA(k))=< I )p” '¢"-p=p q’“( 01 )

De méme, pour k € {0,...,n — 1}, 'événement Fz(k) «l'expérience s’arréte parce que B

est pleine, A contenant k boules» a pour probabilité :
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P(Fg(k) = qmp (””’ — ’“)

m—1

Ces événements sont deux a deux incompatibles (1'urne remplie a la derniére étape ou
le contenu de I'autre urne different). Leur réunion est €2 : 'expérience s’arréte toujours
(au plus tard a I’étape V), une seule urne est pleine a 'arrét (celle qui recoit la derniére
boule), et ’autre contient un nombre de boules strictement inférieur a sa capacité. Ils
forment donc un systeme complet d’événements et la somme de leurs probabilités vaut
1.

Conclusion

n—1 m—1
m p(m—1+k n p(n—1+k\
q Zp(m_l )+p Zq<n_1 =1,

ce qui est la relation (1).

Question 3.1.3.2.a.

Ici n est fixé et m varie dans N*. Pour m > 1:

n—14+m
um-i—l_um:qm( i — 1l >>O

donc (u,,) est strictement croissante.

La relation (1), valable pour tout m > 1, donne

n—1
—1+k
prun=1- (") <
— m—1

la somme retranchée étant positive. Comme p™ > 0:

34/42



@ Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 2004

Conclusion

(u,,) est croissante et majorée par —-; par le théoréme de la limite monotone, elle
p

converge.

Question 3.1.3.2.b.

Soit k € {0,...,n — 1} fixé. Pour k = 0, (nmlj) =1.Pourk >1:

()= () S - ale

Pour chaque j fixé, m + j ~ m quand m — +o0. Le produit d'un nombre fixé (k)

d’équivalents donne un équivalent du produit.

Conclusion

~ —- quand m — +oo (formule valable

—1+k K
pour tout k € {0,...,n—1}, (m + ) 7;;

m—1
aussi pour k = 0).

Question 3.1.3.2.c.

Pour chaque k € {0, ...,n — 1}, d’apres la question b :

mk(m—1+k) p¥ o
qp ~ m-q
m—1

Or ¢ €0, 1], donc mFg™ = m*e™!"4 — ( par croissances comparées (Ing < 0). Une suite
équivalente a une suite de limite nulle tend vers 0. La somme comporte un nombre fixé

n de termes (indépendant de m), donc elle tend vers 0 par somme de limites.
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Conclusion

Question 3.1.3.2.d.

D’apreés la relation (1) :

1 nd m—1+k
Uy, = — | 1 — g™ pk( ) .
m p”( kz_(:) m—1

1

Avec la question ¢, le membre de droite tend vers
p

Conclusion

. L, L
lim w,, = —, c'est-a-dire que la série
m—-+00 pn

("1

k>0

1
converge et a pour somme —-, pour toutn > lettoutg=1—p €]0, 1.
p

3.2. Etude d’une variable discréte d"univers image infini.

Modélisation : on admet, comme il est d"usage, I’existence d"une suite (C});., de
variables mutuellement indépendantes a valeurs dans { A, B}, avec P(C; = A) = p;la
j-ieme boule est mise dans I'urne C; et I'expérience s’arréte lors du n-iéme choix de A.

Le lemme du début du probléme reste valable pour tous a,b > 0.
Question 3.2.1.

Sil'expérience s’arréte, T, est un entier naturel. Pour tout k£ € N, la suite de choix formée

de k fois B puis n fois A a pour probabilité ¢*p™ > 0 et donne T, = k.
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L'événement «1'urne A n’est jamais remplie » est négligeable (cela découle de la question

3, qui montre que

S P(T, = k) =1
k
); sur cet événement, on attribue a 7,, une valeur entiere arbitraire, ce qui ne modifie pas
sa loi.
Conclusion
T, (92) = N.
Question 3.2.2.

Soit k € N. L'événement [T, = k] (hors événement négligeable) signifie que la n-ieme
boule de A est mise a I'étape n + k, c’est-a-dire : parmi les n — 1 + k premiers choix,

exactement n — 1 sont égaux a A, et C,, ., = A. Par le lemme et I'indépendance :

P([T, =k]) = <n S k>p”‘1q’“ P

Conclusion

VkeN, P([T, =k]) = (" F)p"g".

Question 3.2.3.

La série

> P(T, =k)

est a termes positifs. Pour tout K € N, avec la suite (u,,,) de la partie 3.1.3 (mémes n et

q) :
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K n K r(n—1+k n
D P(T,=k)=p"> ¢ ") =pucn
k=0 k=0
1
D’apres la question 3.1.3.2.d (valable pour toutn > 1), wug,; - — quand K — +o0.
p
1
La série converge donc, de somme  p" - — = 1.
p
Conclusion
+00
> P(T,=k)=1
k=0
En particulier, I'urne A est presque stirement remplie : I'expérience s’arréte presque
stirement.
Question 3.2.4.

Notons 7, I'étape a laquelle la j-iéme boule est mise dans A (pour j > 1), et 7, = 0. Alors

Loi. Soit j € {1,...,n} et k € N. Pour t € N, I'événement [7; ; = ¢] ne dépend que de
Ci,...,C, et:

[Zj = k] N [ijl = t] = [ijl = t] N [Ct+1 = B] AN [Ct+k = B] n [Ct+k+1 = A]

Par indépendance mutuelle des choix (lemme des coalitions) :

P([Z; =k N[,y =t])=P([r;_, =t]) ¢*p

Les événements [7, ; = t], ¢ € N, sont deux a deux incompatibles et de probabilités de
somme 1 : c’est évident pour j =1 (7, = 0); pour j > 2, [Tj,l = t] est 'événement «avec
une urne A de capacité j — 1, I'expérience s’arréte a 1'étape ¢ », c’est-a-dire

[T,y =t—(j—1)]pourt > j—1, etla question 3 appliquée a j — 1 donne une somme
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égale a 1. IIs forment donc un systéme quasi-complet d’événements, et la formule des

probabilités totales donne :

+oo

P([Z; = k]) = ZP<[Tj—1 =1]) ¢"p = ¢"p
=0

Ainsi Z;(Q) = N et P([Z; = k]) = pg" pour tout k € N. Autrement dit, Y; = Z, + 1 vérifie

P([Y; = i]) = pg ' pour i € N* : Y suit la loi géométrique G(p).

Espérance et variance. La loi géométrique G(p) admet une espérance — et une variance
p

%. Par linéarité et invariance de la variance par translation :

b
Bz) = -1=%  viz)=viy)=1%
Conclusion
pourtout j, Z; + 1< G(p), E(Z;) = % et V(z)=-2.
b
Question 3.2.5.

L'expérience s’arréte des que la n-ieme boule est mise dans A. Chaque boule mise dans
B l'est donc avant la n-iéme boule de A4, soit avant la premiére boule de A (comptée par
Z,), soit entre la (j — 1)-iéme et la j-iéme boule de A pour un unique j € {2, ..., n}

(comptée par Z;).

Conclusion

(presque stirement).

Question 3.2.6.
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Méthode 1 — Somme de variables indépendantes.

Espérance : chaque Z; admet une espérance, donc par linéarité

Indépendance : pour tous kq, ..., k,, € N, I'événement [Z, = k,| N ---N [Z,, = k,,] signifie
que les premiers choix sont exactement k, fois B, puis A, puis k, fois B, puis A4, ..., puis

k,, fois B, puis A. Par indépendance des choix :

P (ﬁ[zj = kj]) = gt thapt = ﬁ (pg™) = ﬁP([Zj = k;])

j=1

Les variables Z, ..., Z,, sont donc mutuellement indépendantes, et en particulier deux a
deux indépendantes : leurs covariances sont nulles. Chaque Z; admet une variance,

donc T, aussi, et :

n

V(T,) =Y V(Z)+2Y Cov(Z,2;) = 3

7j=1 1<J p

Méthode 2 — Calcul direct a partir de la loi de 7',.

k T h—Dlm_1n "

avec la suite u associée a I'entier n + 1 :

— — | —
Pour k > 1: k(n l—l-k:)_ (n—1+k)! (n-i—(k; 1)
n

). Dong, pour K > 1,
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d’apres la question 3.1.3.2.d appliquée a n + 1. La série, a termes positifs, converge : T,
_

admet une espérance et E(T),)
p

Pourk > 2:

k(k—l)(n_;+k) _ (k(n—1+k)!

De méme, avec la question 3.1.3.2.d appliquée a n + 2 :

- (n+2)—1+ (k—2)
o) (n—1)! _n<n+1)< (n+2)—1 )

Z k(k—1)P([T,, = k]) = n(n + 1)p"¢? - n1+2 _ n(n +21)q
k=0

p p

Par le théoréme de transfert, £(7,,(7,, — 1)) existe et vaut cette somme. Comme

n

T?=T,T,—1)+T,, E(T?) existe par linéarité, et :

_nnt D¢’ ng_n’¢® _ ng’ +npg

p? p  p? p?

Comparaison : la méthode 1, suggérée par 1'énoncé, raméne le probléme a des lois
géométriques connues; elle nécessite de justifier I'indépendance des Z;. La méthode 2
ne demande que la loi de T,,, mais exige des manipulations de coefficients binomiaux et

réutilise le résultat de convergence de la partie 3.1.3 pour n + 1 et n + 2.

Conclusion

nq
= —et V(T
) ) (
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Relevé des adaptations

e Ensemble du sujet : la notation C? est remplacée par (}), et la probabilité notée p(-)
dans I'énoncé original (questions 3.1.2.4.b, 3.1.2.5, 3.1.2.6, 3.2.2) est notée P(-), pour

éviter la confusion avec le paramétre p et suivre les notations actuelles.

e Question 2.3.5 : I'inégalité est énoncée pour n > 2 au lieu de n € N*. Pour n = 1, la

™
borne 1 1 est négative, l'intervalle sort de I et la premiere inégalité est fausse (

/ LY 1,098 > I, ~ 0,881). La conclusion sur la limite est inchangée.
/a1 COST

e Question 3.1.2.10 : Code adapté en Python. L'algorithme demandé en langage Pascal
est remplacé par une fonction Python esperance(n) prenant l'entier n en argument,

le Pascal étant hors programme.
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