@

PREPASIMPLE

Ecricome

Mathématiques

1999

Sujet de mathématiques approfondies

Mathématiques approfondies — Prépa ECG

Annales de concours - Sujet



% Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 1999

Exercice 1

Soit f,, la fonction réelle définie sur R? par :

(z,y) = fu(z,y) = (2" —y)e®¥

ol n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On se propose de déterminer les extremums éventuels de cette fonction dans les deux

cas particuliers n = 2, puis n = 1.
1.(a) Justifier que f,, est une fonction de classe C? sur R%.

1.(b) Calculer les dérivées partielles du premier ordre de f,,.

2. On se place dans le cas n = 2.

2.(a) Montrer qu'il n’existe qu’un seul point (z, y,) de R? vérifiant les conditions

nécessaires d’existence d'un extremum.

2.(b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f, et montrer que le point
(29, Yo) est bien un extremum dont on précisera la nature.

3. On se place dans le cas n = 1.

3.(a) Montrer qu’il existe une infinité de points en lesquels le gradient de f; s’annule.

3.(b) Montrer qu’en ces points la fonction f; admet un minimum.

Exercice 2
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1. Soit la matrice

1 00 O
-1 4 1 -2
M =
2z ALz =l
1 21 0

1.(a) Montrer que les valeurs propres de M sont 1 et 2 et déterminer les sous-espaces

propres associés.
1.(b) M est-elle diagonalisable ?

On se propose de calculer M pour tout entier naturel n.

2. Soit H et H' deux matrices réelles carrées d’ordre 4 écrites sous forme de blocs :

a

1 O
H = avec O = (0 0 0)/ C=1p| A= (ai,j>1<i<3,1<j<3/

C A

@
a/
1 0O

H' = avec O = (0 0 O)I C'=|p| A= (a;,j)1<i<3,1<j<3‘

c A

Vérifier que le produit H H’ s’écrit sous forme de blocs :

1 O

HH' ouC” =C+ AC".

C// AA/
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3. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe une matrice colonne U, a 3

lignes telle que

4 1 -2
1 O
M™ = ou V estlamatrice | 1 9 1
v, v»
21 0

4. Calcul de V™.
On pose W =V — 21, ou [ est la matrice identité d’ordre 3.

Pour tout entier naturel n, calculer W™ et écrire explicitement la matrice V".

5. Calcul de U,,.

5.(a) Soit X la matrice colonne représentant dans la base canonique 1'unique vecteur

propre de M associé a la valeur propre 1 dont la premiere composante vaut 1.

Calculer M X puis M"X.

5.(b) Onpose U,, = | |- Déduire du 5.(a) les valeurs de a,,, b,, et c,,.

Probléme

Le but de ce probléme est 1’étude de la répartition des revenus dans une population

donnée, ainsi que de deux modeles d'imposition.

Les trois parties peuvent étre traitées de maniére indépendante.
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Partie I : Répartition des revenus dans une population donnée

On fait choix d"une unité u de revenu (par exemple v = 1000 F) et on appelle X la
variable aléatoire représentant dans cette unité le revenu annuel d'un individu pris au
hasard dans une certaine population. On suppose que X suit la loi de Pareto de

parametres a, 1, 0, c’est-a-dire qu'une densité f de X est:

avecry >0, a > 1.

1, est le revenu minimal recensé dans la population.

1. Calculer la fonction de répartition F' de X et donner l'allure de son graphe.

2. Calculer le revenu moyen m d’un individu de la population.

3. Soit N I'effectif total de la population et N () le nombre des individus ayant un
revenu au moins égal a r (r réel positif).

3.(a) Quel est le montant total M des revenus de la population?

3.(b) En exprimant de deux fagons différentes la probabilité qu'un individu, pris au

hasard dans la population, ait un revenu au moins égal a r, montrer que

N(r)=[1—-F(r)] N.

En déduire I'expression de N (r) en fonction de N, a et 1.

4. On change d’unité de revenu (on remplace u par une autre unité v’ = Au, ot A > 0)
et on appelle X’ la variable aléatoire représentant le revenu annuel d’un individu

exprimé dans 'unité «’. Calculer X’ en fonction de X et montrer que la loi de X’ est

aussi une loi de Pareto.
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Partie II : Etude d’un modéle d’imposition par tranches

Dans la plupart des pays, I'Etat préléve une partie des revenus déclarés des habitants

par un imp6t direct.

On suppose dans cette partie II que ce prélévement se fait par tranches. Une unité u de

revenus étant choisie, les tranches sont déterminées par une suite strictement croissante
de réels (g,,) (on suppose ¢, = 0). La partie des revenus d'un individu se trouvant dans
la tranche [g;, ¢;, 1| est imposée au taux 7;, la suite (7;) étant une suite croissante de réels

de [0, 1] (plus les tranches sont hautes, plus le taux d'imposition est élevé).

Ainsi un individu disposant d"un revenu annuel r paiera un impot :

i(r)

rTg si0<r<gq

1o+ (@ —a) + -+ (¢, — @ 1)T 1 + (1 —q,)7, siq, <r<gq,,avecn >1

Soit N(r) le nombre d’individus ayant un revenu supérieur ou égal a r. On suppose que

la fonction r = N (r) est continue sur R, et on admet que la tranche [q,,, ¢,,, | rapporte a
dn+1
I’Etat la somme: I, =7, N(r)dr.
0

On suppose dans cette partie que :

e pour tout entier naturel n, ¢,, = n, et chaque tranche [n,n 4 1[ est imposée au taux

T, = = (1 — e®"), ot b est un parametre réel strictement positif ;

sir<1

sir>1

=
o
Tl=z =

Cela revient a prendre pour unité de revenu le revenu minimal recensé dans la
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population, N étant le nombre total de contribuables.
1.(a) Quel est le taux d’imposition de la tranche [0, 1[?

1.(b) Ecrire en Python une fonction impot(r, b) qui prend en arguments le revenu r > 0
d’un contribuable et la valeur choisie pour b, et qui renvoie la valeur de I'impot i(r)
acquitté par ce contribuable. On pourra utiliser la bibliotheque numpy, importée par
import numpy as np, et en particulier np.exp et np.floor (np.floor(r) renvoie la partie

entiere de r, sous forme de flottant).

Tn

n(n+1)

montant total de I'imp6t encaissé par 1'Etat est

2. Montrer que la série de terme général ( ) est convergente et que le
n>1

+o00
-
I=N —_—r
;n(n—i-l)

On désigne désormais cet impdt total par /(b) (et non plus simplement I') pour mettre

en évidence qu’il dépend du parametre b.

3.(a) En admettant que :

+00  n
—In(1 —x) :Z%

n=1

pour 0 < x < 1, montrer que :

1) =7 (1) In(1—e).

3.(b) Montrer que I est une fonction de b continue et dérivable sur |0, +oo].
3.(c) Etudier lim 7(b) et lim I(b).
—

b—+o0

3.(d) Dresser le tableau de variations de la fonction 1.

4. On admet que le montant total des revenus de la population est dans ce modele
M =2N.
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Avec le systéme d’imposition étudié dans cette partie II, 'Etat peut-il prélever par

I'imp6t direct le dixieme de ce montant total ? Peut-il en prélever le tiers?

Partie III : Etude d’un modéle d’imposition continu

On reprend les notations de la partie II, mais on suppose ici que le taux d’imposition est

une fonction 7 = 7(r) continue et croissante. On admet que le montant total de I'imp6t
400
estdanscecas: J = N(r) 7(r) dr sous réserve de convergence de cette intégrale.
0
On suppose désormais que :

o 7(r)==(1—e?"), ol best un paramétre réel strictement positif ;

N | =

e le nombre d’individus ayant un revenu supérieur ou égal a r est :

sir<1
N(r)= (méme hypothese quau II).

sir>1

Tlz =

1. Donner le tableau de variations de la fonction 7 sur R,

2. On note maintenant J(b) I'impot total pour mettre en évidence qu’il dépend du

parametre b.

+oo __—br
2.(a) Montrer que l'intégrale /1 "> dr est convergente.

2+e —/ 62 drl|.
b ) r

2.(c) Montrer sans chercher a calculer sa dérivée que J est une fonction croissante de b.

2.(b) Montrer que J(b) = %

too —br
3. On pose, pour tout réel b strictement positif, ¢(b) = / 5 dr.
1 r

3.(a) Montrer que, pour b > 0, on a : ¢(b) < e°. En déduire blim ©o(b).

—+00
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A e~ br +oo e br
3.(b) Justifier, pour A > 1, I'inégalité / 5 dr < / 5— dr et en déduire que :
1T 1 r

1

Pour tout € > 0, on fixe A > 1 tel que I'on ait 1< %

Montrer alors qu’on peut trouver > 0 tel que pour 0 < b < 7, on ait :

1

1— —bA_ —

e<e i

En déduire que: lim(b) = 1.
b—0

3.(c) On se propose ici d’étudier la continuité de la fonction ¢ sur |0, +oo].

Pour b fixé strictement positif, écrire ¢ (b + h) — ¢(b) sous forme d’une intégrale.

br
b _
Montrer que pour |h| < getr>0ona: le™"" —1| < |h|re2.

En déduire qu'on peut trouver une constante K, telle que pour |h| < g :
(b +h) — @(b)] < Ky |hl.

Conclure.

4.(a) Montrer que la fonction .J est continue sur |0, +o00].

4.(b) Calculer }E}% J(b) et bEEloo J(b).

4.(c) Donner I'allure du graphe de J.

5. On admet que le montant total des revenus de la population est dans ce modele
M =2N.

Avec le systéme d’imposition étudié dans cette partie III, I'Etat peut-il prélever par

I'impo6t direct le tiers de ce montant total ?
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