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EXERCICE 1

1.1. Étude préliminaire

On considère l’application 𝑓 définie sur ℝ+ par :

∀𝑥 ∈ ℝ∗
+, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑥 et 𝑓(0) = 1.

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de 𝑓 sur ℝ+.

2. Dresser le tableau de variations de 𝑓 .

3. On considère un repère orthonormé ℛ = (𝑂; 𝑖, 𝑗) du plan et l’on note (𝒞) la courbe
représentative de 𝑓 dans ce repère. Quelle est la position de (𝒞) par rapport à sa
tangente (𝒯) en son point d’abscisse 1?

4. On note 𝑔 la restriction de 𝑓 à l’intervalle 𝐼 = [1
𝑒 , +∞[. Démontrer que 𝑔 réalise une

bijection de 𝐼 sur un intervalle 𝐽 que l’on précisera.

1.2. Étude d’une fonction

1. Démontrer qu’il existe une application 𝜑 de 𝐽 sur 𝐼 telle que :

∀𝑥 ∈ 𝐽, 𝜑(𝑥)𝜑(𝑥) = 𝑥.

2. Établir que 𝜑 est négligeable devant la fonction logarithme népérien au voisinage de
+∞.

3. Déterminer le plus grand intervalle 𝐾 inclus dans 𝐽 sur lequel 𝜑 est dérivable et
montrer que :
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∀𝑥 ∈ 𝐾, 𝜑′(𝑥) = 𝜑(𝑥)
𝑥 (𝜑(𝑥) + ln𝑥).

4. On note (Γ) la courbe représentative de 𝜑 dans le repère ℛ et, pour tout élément 𝑛 de
ℕ∗, on note (𝒯𝑛) la tangente à (Γ) en son point d’abscisse 𝑛.

(a) Déterminer l’abscisse 𝑢𝑛 du point d’intersection de (𝒯𝑛) avec l’axe (𝑂; 𝑖).

(b) Donner un équivalent simple de 𝑢𝑛 lorsque 𝑛 tend vers +∞.

EXERCICE 2

Désignant par 𝑛 un entier naturel, on se propose de déterminer l’ensemble des
polynômes 𝑃 à coefficients réels tels que :

𝑃(𝑋) + 𝑃(𝑋 + 1) = 2𝑋𝑛 (1)

Pour des entiers naturels 𝑗 ⩽ 𝑘, on note (𝑘
𝑗) = 𝑘!

𝑗! (𝑘 − 𝑗)! .

1. On considère l’application Φ qui, à tout élément 𝑄(𝑋) de ℝ[𝑋], associe le polynôme :

Φ [𝑄(𝑋)] = 𝑄(𝑋) + 𝑄(𝑋 + 1).

(a) Établir que Φ est un endomorphisme de ℝ[𝑋].

(b) Notant 𝑝 un entier naturel, on désigne par Φ𝑝 la restriction de Φ à ℝ𝑝[𝑋].

i. Montrer que Φ𝑝 est un endomorphisme de ℝ𝑝[𝑋].

ii. On note 𝐵𝑝 = (1, 𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑝) la base canonique de ℝ𝑝[𝑋]. Établir que la matrice de
Φ𝑝 dans 𝐵𝑝 est une matrice triangulaire supérieure dont on déterminera les termes
diagonaux.
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iii. En déduire que Φ𝑝 est un automorphisme de ℝ𝑝[𝑋].

(c) Prouver que Φ est un automorphisme de ℝ[𝑋].

(d) Démontrer qu’il existe un polynôme unique de ℝ[𝑋] vérifiant la relation (1). On
précisera son degré et on le notera 𝐸𝑛(𝑋).

2. On écrit :

𝐸𝑛(𝑋) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑛,𝑘𝑋𝑘.

(a) Vérifier que :

𝐸𝑛(𝑋 + 1) + 𝐸𝑛(𝑋) =
𝑛

∑
𝑗=0

[𝑎𝑛,𝑗 +
𝑛

∑
𝑘=𝑗

(𝑘
𝑗)𝑎𝑛,𝑘] 𝑋𝑗.

(b) En déduire le système dont les 𝑎𝑛,𝑘 sont les solutions. Préciser la valeur de 𝑎𝑛,𝑛.

(c) Déterminer 𝐸0(𝑋), 𝐸1(𝑋) et 𝐸2(𝑋).

(d) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul 𝑛 :

𝐸′
𝑛(𝑋) = 𝑛𝐸𝑛−1(𝑋)

et en déduire l’expression de 𝐸(𝑘)
𝑛 (𝑋) (dérivée 𝑘-ième de 𝐸𝑛(𝑋)).

(e) Montrer que :

𝐸𝑛(𝑋) = (−1)𝑛𝐸𝑛(1 − 𝑋)
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et en déduire, pour 𝑛 pair strictement positif, la valeur de 𝐸𝑛(0) et de 𝐸𝑛(1), ainsi que,
pour 𝑛 impair, la valeur de 𝐸𝑛 (1

2).

(f) Déterminer 𝐸3(𝑋) et 𝐸4(𝑋).

PROBLÈME

3.1. Étude d’une variable aléatoire 𝑋

1. On considère la fonction numérique 𝐹 de la variable 𝑥 définie sur ℝ par :

𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥

et l’on note (Γ) sa courbe représentative dans un repère orthogonal (𝑂; 𝑖, 𝑗) (unités : 2
cm sur l’axe des abscisses, 10 cm sur l’axe des ordonnées).

(a) Dresser le tableau de variations de 𝐹 . On notera 𝑓 la dérivée de 𝐹 .

(b) Démontrer que le point Ω (0, 1
2) est centre de symétrie de (Γ). Donner une

équation de la tangente (Δ) à (Γ) en Ω.

(c) Établir que 𝑓 est paire et étudier la concavité de (Γ).

(d) Construire (Γ) et (Δ).

(e) Prouver que 𝐹 réalise une bijection de ℝ sur ]0, 1[ et exprimer 𝐹 −1(𝑥) pour 𝑥 élément
de ]0, 1[.

(f) Vérifier que 𝑓 est une densité de probabilité.

2. On désigne par 𝑋 une variable aléatoire admettant 𝑓 pour densité de probabilité.

(a) Déterminer les quartiles de 𝑋, c’est-à-dire les réels 𝑄𝑖 vérifiant, pour 𝑖 entier compris
entre 1 et 3 :
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𝐹(𝑄𝑖) = 𝑖
4

et les faire apparaître sur la figure du 3.1.1.(d).

(b) Soit 𝜀 un élément de ]0, 1[. Exprimer en fonction de 𝜀 le plus petit réel 𝛼 tel que :

𝑃 ([|𝑋| > 𝛼]) ⩽ 𝜀.

(c) Montrer que 𝑋 possède une espérance mathématique et la calculer.

3.2. Calcul des deux intégrales

On se propose dans cette partie de calculer les deux intégrales :

𝐼 = ∫
1

0

ln𝑥
1 + 𝑥 𝑑𝑥 et 𝐽 = ∫

1

0

ln(1 + 𝑥)
𝑥 𝑑𝑥.

On rappelle le résultat suivant : si 𝑓 est une fonction continue sur ]0, 1], prolongeable par

continuité à droite en 0, alors l’intégrale ∫
1

0
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 est convergente.

1. Étude de la convergence de 𝐼 et 𝐽 .

(a) Démontrer que 𝐽 est convergente.

(b) Pour tout réel 𝜀 de ]0, 1], on pose :

ℎ(𝜀) = ∫
1

𝜀

ln𝑥
1 + 𝑥 𝑑𝑥.

Montrer que ℎ est monotone et bornée sur ]0, 1]. En déduire que l’intégrale 𝐼 est
convergente.
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2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul 𝑛 et pour tout élément 𝑥 de [0, 1], on
a :

1
1 + 𝑥 = 1 +

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑥𝑘 + (−1)𝑛+1𝑥𝑛+1

1 + 𝑥 (2)

3. On désigne par 𝑘 un entier naturel. Établir la convergence de l’intégrale :

𝐼𝑘 = ∫
1

0
𝑥𝑘 ln𝑥 𝑑𝑥

et la calculer.

4. Étudier succinctement les variations de la fonction 𝜌 continue sur [0, 1] et définie par :

𝜌(0) = 0 et ∀𝑥 ∈ ]0, 1], 𝜌(𝑥) = 𝑥 ln𝑥.

5. Montrer, grâce à la relation (2), que, pour tout entier naturel non nul 𝑛, on a :

∣∫
1

0

ln𝑥
1 + 𝑥 𝑑𝑥 −

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝐼𝑘∣ ⩽ 1
𝑒(𝑛 + 1)

puis que la série de terme général (−1)𝑘

𝑘2 converge et que :

+∞
∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘2 = 𝐼.

6. On note 𝜃 la fonction continue sur [0, 1] définie par :
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𝜃(0) = 1 et ∀𝑥 ∈ ]0, 1], 𝜃(𝑥) = ln(1 + 𝑥)
𝑥 .

(a) Déduire de (2) que, pour tout entier naturel non nul 𝑛, il existe une fonction 𝑅𝑛

définie sur [0, 1] telle que, pour tout élément 𝑥 de [0, 1], on ait :

𝜃(𝑥) = 1 +
𝑛

∑
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘 + 1 𝑥𝑘 + 𝑅𝑛(𝑥) et |𝑅𝑛(𝑥)| ⩽ 1
𝑛 + 2𝑥𝑛+1.

(b) En déduire que :

∣∫
1

0
𝜃(𝑥) 𝑑𝑥 −

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘 + 1)2 ∣ ⩽ 1
(𝑛 + 2)2

et que 𝐽 = −𝐼 .

7. On admet que

+∞
∑
𝑘=1

1
𝑘2 = 𝜋2

6 .

En déduire que :

𝐽 = −𝐼 = 𝜋2

12 .

3.3. Calcul de la variance de 𝑋

1. Prouver que 𝑋 possède une variance.
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2. Démontrer, en utilisant la parité de 𝑓 et le changement de variable 𝑡 = 𝑒−𝑥, que :

𝑉 (𝑋) = 2 ∫
1

0

(ln𝑥)2

(1 + 𝑥)2 𝑑𝑥.

3. Calculer la dérivée de la fonction 𝜓 définie sur ]0, 1] par :

𝜓(𝑥) = 𝑥 ln𝑥
1 + 𝑥 − ln(1 + 𝑥)

et déterminer lim
𝑥→0

(ln𝑥) 𝜓(𝑥).

4. En déduire, grâce à une intégration par parties, que :

𝑉 (𝑋) = 2(𝐽 − 𝐼)

et donner enfin la valeur de 𝑉 (𝑋).
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