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Exercice 1

Question 1
Il s’agit de vérifier que f envoie E dans E et qu’elle est linéaire.

Pour P € E, la dérivée P’ est un polynome; les produits (2X + 1)P et (X% — 1) P’ sont
donc des polyndmes, ainsi que leur différence. Ainsi f(P) € E et f est une application
de E dans E.

Soient P,, P, € E et 1 € R. La dérivation est linéaire : (uP, + P,)" = pP; + P5. Par
distributivité du produit de polynomes :

f(uPy + Py) = (2X 4+ 1)(uP; + Py) — (X2 — 1)(nP] + Py)

= n[2X +1)P, — (X2 —1)P]] + [(2X + 1)P, — (X2 —1)P}]

c'est-a-dire f(uP, + Py) = puf(Py) + f(Py).

Conclusion

f est une application linéaire de E' dans E, donc un endomorphisme de E.

Question 2.a
On compare les coefficients du terme de plus haut degré possible de f(B) et de AB.

Comme B # 0, notons n = deg B € N et écrivons

B=) X’
=0
avec c,, # 0.

Le polynome (2X + 1) B est de degré n + 1 et son coefficient de X! vaut 2c,,.

Sin > 1, B’ est de degré n — 1 de coefficient dominant nc,,, donc (X? — 1) B” est de degré
n + 1 et son coefficient de X" ! vaut nc,,. Sin = 0, B’ = 0 et le coefficient de X! dans

(X2 —1)B’ est nul, c’est-a-dire encore égal a nc,,.
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Dans tous les cas, f(B) est de degré au plus n + 1 et son coefficient de X" *! vaut
(2—n)c,.

Or f(B) = AB est de degré au plus n, donc son coefficient de X" est nul :

(2 —n)c,, = 0. Comme c¢,, # 0, on obtient n = 2.

Conclusion

tout vecteur propre de f est un polyndme de degré exactement 2.

Question 2.b

On exploite la relation f(B) = AB, que l'on écrit sous la forme équivalente :

(Ry) (2X +1—-)N)B(X) = (X?-1)B'(X)

Racine —1. En évaluant (R,) en —1, le membre de droite s’annule car (—1)? — 1 = 0; il
reste (—1 — A)B(—1) = 0. Pour A = 3, cela donne —4B(—1) = 0, donc B(—1) =0: —1 est

racine de B.

Multiplicité. Puisque —1 est racine de B et que deg B = 2, l'ordre de multiplicité k vérifie
1<k<2etB=(X+1)"*A4avec A(—~1)#0.0Ona:

B = k(X + 1) 1A+ (X +1)kA’

dong, en utilisant X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) :

(X2—1)B = (X —1)(X+1D*[kA+ (X +1)A]

Le membre de gauche de (R;) vaut (2X — 2)B = 2(X — 1)(X + 1)*A. La relation (R;)

s’écrit donc :
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(X —1D)(X+1FRA—kA— (X +1)A]1=0

Le polyndme W = (X — 1)(X + 1)* estnon nul; si WV = 0 avec W # 0, alors V = 0
(sinon le degré du produit serait deg W + deg V' > 0). On en déduit :

(2—k)A= (X +1)A’

En évaluanten —1: (2 — k)A(—1) = 0, et comme A(—1) # 0, on obtient k£ = 2. Il reste
alors (X +1)A’ =0, donc A” = 0 par le méme argument : A est un polynoéme constant,

non nul puisque A(—1) # 0.
Ainsi, si f(B) = 3B avec B # 0, alors B = ¢(X + 1)? avec ¢ € R\ {0}.

Synthese. Réciproquement, calculons f ((X + 1)?) :

FX+1))=0C2X+1)(X+1)?—(X?—1)-2(X +1)

=(X+1)2[2X+1)—2(X—1)] =3(X +1)?
Le polyndme (X + 1)? est non nul et vérifie f ((X +1)?) = 3(X +1)2.

Conclusion

3 est une valeur propre de f, et les vecteurs propres associés sont exactement les

polyndmes c¢(X + 1)% avec ¢ # 0. Le sous-espace propre associé est Vect ((X + 1)?).

Question 2.c
On procéde comme en 2.b, en échangeant les roles de 1 et —1.
Racine 1. En évaluant (R_;)en1:(2+ 1+ 1)B(1) =0, s0it4B(1) = 0, donc B(1) = 0.

Multiplicité. Soit k I'ordre de multiplicité de la racine 1; comme deg B = 2, on a
1<k<2etB=(X—1)kAavec A(1) # 0. Alors :
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(X2—1)B' =X+ D)X -1 [kX—-1)*1A+ (X —1)*4']
=(X+D(X-1D*kA+ (X —-1)A"]

et le membre de gauche de (R_;) vaut (2X + 2)B = 2(X + 1)(X — 1)*A. En simplifiant

par le polyndme non nul (X + 1)(X — 1)* comme en 2.b :

(2—Kk)A=(X—1)A’

En évaluanten 1: (2 — k)A(1) =0, donc k = 2 puisque A(1) # 0; puis (X —1)A" =0,
donc A’ = 0 et A est une constante non nulle. Ainsi B = ¢(X — 1)? avec ¢ # 0 : la racine 1
est double.

Syntheése :

f(X=1))=02X+1)(X—-1)?—(X*—-1)-2(X—1)

= (X —12[2X +1)—2(X +1)] = —(X — 1)

Conclusion

—1 est une valeur propre de f, et les vecteurs propres associés sont exactement les

polyndmes ¢(X — 1)% avec ¢ # 0.

Question 2.d

On évalue (R,) en 1 et en —1, puis on utilise deg B = 2.
Enl1:(3—X\)B(1) =0et3— X +#0,donc B(1) =0.
En—1:(—1—X)B(—1)=0et—1— X #0,donc B(—1) = 0.

Le polynome B, de degré 2, admet les deux racines distinctes 1 et —1 : il est divisible par
(X —1)(X +1) = X2 — 1, et le quotient est de degré 0. Donc B = ¢(X? — 1) avec ¢ # 0.

Calculons alors :
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FX2—1D) =X +1)(X2—1)— (X2—1)-2X = (X2 - 1)(2X +1—2X) = X2 — 1
Donc f(B) = B. Comme f(B) = AB,ona (A—1)B=0avec B+ 0,dou\ =1.

Conclusion

danscecas B =c¢(X?—1) = ¢(X—1)(X +1) avec ¢ # 0, et la valeur propre associée

est 1. Réciproquement, ces polynémes sont bien des vecteurs propres associés a 1.

Bilan de la question 2 : les valeurs propres de f sont exactement 3, —1 et 1, de
sous-espaces propres respectifs Vect ((X + 1)?), Vect (X — 1)?) et Vect (X? —1).

Question 3.a

Il suffit de montrer que F est stable par f : la restriction d"une application linéaire a un

sous-espace stable est alors linéaire de ce sous-espace dans lui-méme.

Calculons les images des vecteurs de la base B :

F)=@X+1)-1—(X2—1)-0=1+2X

fX)=2X+1DX—(X?—1)-1=2X?+X—-X?+1=1+ X+ X?

FX2) = (2X +1)X2 — (X2 —1)-2X = 2X3 + X2 — 2X3 + 2X = 2X + X2

Ces trois polyndmes appartiennent a F. Tout P € F s’écrit P = ¢, + ¢; X + ¢, X?, et par
linéarité f(P) = ¢y f(1) + ¢, f(X) + o f(X?) € F.
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Conclusion

f(F) C F, donc g est une application linéaire de F' dans F, c’est-a-dire un endo-

morphisme de F.

Question 3.b

Les colonnes de A sont les coordonnées dans B de g(1), g(X), g(X?), calculées en 3.a :

Question 3.c
On construit une base de F' formée de vecteurs propres de g a I’aide de la question 2.

Les polynomes B; = (X +1)2 =1+2X + X%, B, = (X —1)?2=1—-2X + X% et

B, = X? — 1 appartiennent a F, et d’aprés la question 2 :

9(31) = 3By, Q(Bz) = —B,, 9(33) = By

Ce sont donc des vecteurs propres de g associés aux valeurs propres 3, —1, 1, deux a
deux distinctes. D’apreés le cours, une famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est libre. La famille € = (B;, B,, B;) est donc une famille
libre de trois vecteurs dans F, qui est de dimension 3 : c’est une base de F. (On peut
aussi invoquer directement le résultat du cours : un endomorphisme d’un espace de

dimension 3 possédant 3 valeurs propres distinctes est diagonalisable.)

La matrice de g dans la base € est :
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Soit P la matrice de passage de B a €, dont les colonnes sont les coordonnées de
B,,B,, B; dans B :

Une matrice de passage entre deux bases est inversible, donc P € GL5(R), et la formule
de changement de base donne D = P~' AP, soit A= PDP 1.

Montrons par récurrence sur n € N que A" = PD"P~ 1,
Pourn =0:PD°Pt = pPp1=1,=A

Si A" = PD"P~! pourunn € N, alors A" = A"A = PD"P~'PDP~! = pprtip-i

Conclusion

avec D diagonale et P € GL4(R) ci-dessus, ona A" = PD"P~! pour tout n € \.

Question 3.d

Méthode 1 — Calcul de P! puis du produit PD" P!

On calcule P! en résolvant le systtme PX = Y d’inconnue X = (u,v,w) et de second
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membre Y = (y;,Ys,Ys3) :

U+v—w=1y, 2u — 2v = ys, U+v+w=1y;

+
_ %Y

t
2

En ajoutant et en soustrayant la premiere et la troisieme équation: w4+ v

w = y?’;zyl La deuxiéme donne u—ov = % Donc :

u:3/1+y2+y3 v Y1 — Y2 T Ys w:_y1+y3

4 ’ B 4 ’ 2
Le systeme admet une unique solution pour tout second membre, ce qui confirme

I'inversibilité de P, et :

En multipliant par P, on obtient par exemple pour le coefficient (1,1) :
1 . 1 5

1 (3" + (—1)" + 2), pour le coefficient (2, 1) : 1 (23" —2(—1)"), et de méme pour les
autres. Finalement :
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34 (=P +2  3n—(=1)" 34 (=1)"—2

S ([ D) R - Y (R N (W )

Vérifications : pour n = 0 on retrouve I, et pour n = 1 on retrouve A.

Méthode 2 — Polynome annulateur et division euclidienne

Soit Q@ = (X —3)(X +1)(X —1). Comme A = PDP~!,ona Q(A) = PQ(D)P™!, et
Q(D) = diag (Q(3),Q(—1),Q(1)) = 0. Donc @ est un polyndéme annulateur de A.

Soit n € N. La division euclidienne de X" par @), de degré 3, s’écrit X" = Q).S,, + R,, avec
R, =a,X?+b,X + c,. En évaluant en 3, —1 et 1, racines de Q :

9a,, + 3b,, +c,, = 3", a, —b, +c,=(-1", a, +b,+c, =1

1— (=™ 14+ (=1)"
N 77 et = "/
> et a,+c, 5

premiere donne alors 8a,, = 3" — 3b,, — (a,, +¢,) =3" —2+ (—1)". Ainsi :

Les deux derniéres équations donnent b, = +c .La
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3 2 2
A= 4 5 4

2 2 3

Le coefficient (1, 1) vaut
M+ (—1)" =2 3"+ (—=1)"+2
o 3" — (=1 .
le coefficient (1,2) vaut  2a,, + b, = — le coefficient (1, 3) vaut
34 (—1)" =2 3" —(=1)"
2a,, = + (1) ; le coefficient (2,1) vaut  4a,, + 2b,, = 31— (=L" ; le coefficient
4
3"+ (=" . yos .

(2,2) vaut  5a, +0b, +c, = 5 Les autres coefficients s'obtiennent de méme,

et 'on retrouve exactement la matrice de la méthode 1.

Comparaison des méthodes : la méthode 1 exploite directement la diagonalisation
obtenue en 3.c et demande le calcul de P~!; la méthode 2 évite 'inversion de P et ne
demande que A2, au prix d’une division euclidienne. Elle est particulierement efficace

lorsqu’on connait un polyndme annulateur de petit degré a racines simples connues.

Conclusion

pour tout n € N, A™ est la matrice donnée ci-dessus.

Exercice 2

Question 1.a

Pour x > 1, la série

3
[\
v
3|
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est une série de Riemann d’exposant = > 1 : elle converge.

Conclusion

f(x) est bien défini pour tout z > 1.

Question 1.b

On utilise les croissances comparées puis un critére de négligeabilité pour des séries a

termes positifs.

Pourn >1:

a5 = ll 9

2
n 2 In’(n)u,(z) = lng;(z)1 = 11;911

n 2 n 2

2
r—1 In"(n
Comme —— > 0, les croissances comparées donnent  lim () =0.
2 n—+oo T — 1
n 2
. 2 1 . e .
Ainsi In"(n)u,(z) =0 271 | Les deux suites sont positives, et la série de
n 2

Riemann

1
Z r+1

n 2

1
converge car % > 1 (puisque z > 1). Par le critére de négligeabilité pour les séries

a termes positifs, la série

> " In*(n) u,, (x)

converge.

12 /33



@1 Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 1995

Pourn > 3,onaln(n) > 1,donc 0 < In(n) u, (z) < lnz(n) u,,(x). Par comparaison de

n

séries a termes positifs (les deux premiers termes n’influent pas sur la nature), la série

> In(n) u,(z)

converge.

Conclusion

la limite cherchée vaut 0, et les séries de termes généraux In’ (n)u, (x)etln(n) u, (x)

convergent pour tout x > 1.

Question 1.c

On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 a la fonction ¢ - w,,(t), puis on

somme.

—t

Premiére inégalité. Fixons n > 1 et posons ¢(t) = n~* = e~*!"(") pour t € R. La fonction

¢ est de classe C? sur R, avec :

¢ (t) = —In(n) e ™) &7 (1) = In*(n) e~tIn(n)

Soit I le segment d’extrémités x et x + h. Pourt € I, on a
m=1l @l

t>x—|h|>x— =

2 2

décroissante, donc pour t € I :

. Comme In(n) > 0, la fonction ¢ -+ e t"(") est

r+1
— In(n
0<y'(t) <n’(n)e 2 " —In’(n)u, (

a:—l—l)
2

L'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, appliquée a ¢ de classe C? sur I, donne :

|2

oo + ) — (o) = ' (@)] < T supl”(0)
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Comme p(z + h) = u,(x + h), p(z) = u,(x) et —h¢’(z) = hin(n)u, (x), on obtient :

0+ ) = (2 + Bn(0) ,2)] < -, (5 ) 0%

1
Seconde inégalité. Ona x+h > % > 1, donc les séries

> u,(z+h)

et

Y u(x)

convergent (question 1.a), la série

> In(n) u,(x)

converge (question 1.b), et la série

Zln2(n) U, <$ —2|- 1)

1
converge (question 1.b appliquée au réel % > 1).

Pour N > 1, par I'inégalité triangulaire et la premiére inégalité :

n=1 n=1
h? X 1
<Y i), (x‘; )
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la derniere inégalité venant de la positivité des termes. Par linéarité des sommes finies,

la somme de gauche vaut

N N N
Zun(:v + h) — Z u, () + hz In(n) u,, (),
n=1 n=1 n=1
qui tend vers
flx+h)—f(z)+h Z In(n

quand N — 400, puisque les trois séries convergent. La valeur absolue étant continue, le

passage a la limite dans 'inégalité large donne :

flx+h)— +thn

2 o0
h2 Zlnz(n) U, <a: ;— 1)

n=1

Conclusion

a5 = I
les deux inégalités demandées sont établies pour tout h tel que || < o

Question 1.d
On étudie le taux d’accroissement de f en x grace a 1'inégalité précédente.

Fixons z > 1 et notons

S = Zlnz(n)un <x—2i-1>

n=1

et

L= Zln(n) u,, (),

n=1
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— 1
deux réels qui ne dépendent pas de h. Pour 0 < |h| < : , en divisant par |h| > 0:

feth) =@, | I

h 73

Le membre de droite tend vers 0 quand h — 0. Par encadrement,

flz+h) - f(z)
h

— —L quand h — 0.

Conclusion

f est dérivable en tout point > 1, donc sur |1, +o00, et :

Vo> 1, £ == ) u, @) = -

Question 2.a
o o 1 . .
On utilise la décroissance de ¢ +— 7o Sur [1, 4+o00[ puis la relation de Chasles.

Pour z > 1, la fonction ¢ — ¢~ est décroissante sur |0, +oo] (sa dérivée —zt ! est

négative). Soit k > 1 entier. Pour t € [k, k + 1] :

1 1
=

<<
(k+1)* = t* —

1
k*

Par croissance de l'intégrale sur le segment [k, k + 1], de longueur 1 :

1 </k+1@<i
k+1)F =) & "k

Soit N > 1. Pour N = 1, les trois membres de I’encadrement demandé sont nuls (somme

vide, intégrales sur [2, 2] et [1, 1]). Supposons N > 2.
Majoration : avec I'inégalité de gauche pour 1 < k£ < N — 1 et la relation de Chasles :
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pour tout N > 1,

Question 2.b

On calcule les intégrales puis on fait tendre NV vers +oc.

1—x

, donc :

Une primitive de ¢ = ¢~% sur |0, +oo[ est ¢+ 1
— T

/Nﬁ_1—NPw /Mlm_2“t4N+Dkw
L tt x—1 . - r—1

Commel—z <0, N'"* - 0et (N +1)""® — 0 quand N — +cc. Les intégrales tendent

21—m
et

donc respectivement vers =
P z—1° z-1 (z-1)2°

1 et

tend vers f(x) — 1. Le passage a la limite dans les inégalités larges de 2.a donne :
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1 1
—1<
@—nz1 =@ 71
Conclusion
Ve>1, 1+ ! < flx) <1+ L
T — T —
’ (x—1)2071 = - z-—1

Question 2.c
On applique le théoreme d’encadrement (ou de minoration) a 'encadrement de 2.b.

Limiteen 17.Quand z — 17,2 — 1 — 0" et 22! — 1,donc (z — 1)2 ! — 0T et

B S P : tion, i _ '
T +0o0. Par minoration xi)n%f(x) +00

Limite en +o0o. Pour z > 1, 0on a 1<1+ <14 1 et

Gz =W =T

1
1+ —— — 1 quand x — +o00. Par encadrement, lim f(z)=1.
rz—1 T—+00

Conclusion

linll f(z) = +oo et lirjp f(x) = 1;la courbe de f admet la droite d’équation
r—1t —+00

x = 1 comme asymptote verticale et la droite d’équation y = 1 comme asymptote

horizontale en +oc.

Question 2.d
Il s’agit d’établir le sens de variation de f, puis de tracer I’allure de la courbe a 'aide des

limites et des valeurs admises.

Méthode 1 — Signe de la dérivée
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D’apres 1.d, pour z > 1,

Tous les termes de cette série sont positifs, donc sa somme est minorée par son premier

terme :

X In(n) _ In2
n* = 2%

> 0.

(]

S
N

Ainsi f’(x) < 0 pour tout z > 1, et f est strictement décroissante sur |1, +oo].

Méthode 2 — Comparaison terme a terme

1 1
Soient1 <z <y.Pourtoutn > 2,In(n) >0donc  — = e vIn(n) < e=zln(n) — __ ot
n

4
nfB

pour n = 1 les deux termes valent 1. Les séries convergeant, on a

+o00
1 1 1 1
1@ ==Y (- 5) 25— 5 >0
n=2
car c’est la somme d’une série a termes positifs dont le premier terme est strictement

positif. Donc f est strictement décroissante.

Comparaison des méthodes : la méthode 1 réutilise le travail de la partie 1 (dérivabilité
et expression de f’); la méthode 2 est plus élémentaire et ne nécessite pas la dérivabilité,
elle s’applique des qu'une somme de série a des termes tous monotones dans le méme

sens.

Tableau de variations : f décroit strictement de +o00 (en 1*) a1 (en +o0), et ne prend

que des valeurs strictement supérieures a 1.
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2 4
Points de la courbe:  f(2) = % ~ 1,645et  f(4) = g—o ~ 1,082. On peut vérifier leur
compatibilité avec 2.b : en = = 2, I'encadrement donne 1,5 < f(2) < 2; en z = 4, il donne
1 1
1+ —<f4) <1+ —.
+ 24 — f4) <1+ 3

Allure de la courbe dans un repére orthonormal (une unité du graphique
correspondant a 4 cm sur la copie) ; la courbe a été tracée a partir de valeurs de f

calculées numériquement, les bornes de 2.b figurant en pointillés :

A y
'x 1 y = f(x)
4+ : Y edeeeees bornes de la question 2.b
|
: ———— asymptotes
|
|
|
I
37 :
|
|
|
|
|
|
l
21 | "
: (2172/6 ~ 1,64)
| e
T I SsS T e
| - (4; 71'4/90 ATT,08)
LT T — y=1
1 __________ :______________________________'_"_"_"_"_"_"_"_"—"—-'—"— =
|
|
|
|
|
|
|
0 1 2 3 4 > 0
Conclusion

f est strictement décroissante sur |1, +-00[, avec une asymptote verticale d’équation
x = 1 et une asymptote horizontale d’équation y = 1 en 400, la courbe restant au-

dessus de cette derniére.

20/33



@ Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 1995

Probléme

Partie 1 — Enoncé rectifié

Enoncé rectifié : 'original impose la relation U,, = pU,,. ; + qU,,_; pour tout n € N non
nul, tout en se donnant U, et U,, ;. La suite étant utilisée dans les parties 2 et 3 pour des
indices compris entre 0 et a + b, la relation est imposée pour 1 <n < a + b —1 et 1'égalité
de 1.c pour 0 < n < a + b. Les raisonnements ci-dessous s’appliquent aussi, sans
changement, aux termes d’indices 0 a a + b d"une suite vérifiant la relation pour tout

n > 1.

Dans toute la suite, p €]0,1[etg=1—p €]0,1[,doncp >0,¢>0et =z = ]% > 0. De
1
plus x = 1 si et seulement si p = ¢, c'est-a-dire p=¢q = 3

Question 1.a

Soitn € {1,...,a+b—1}.Commep+qg=1,ona U, = (p+q)U, =pU, +qU,.La

relation de récurrence donne alors pU,, + qU,, = pU,, ., + qU,,_, soit :

p(Un+l - Un) = q<Un - Un—l)

Conclusion

la relation demandée est vérifiée pour toutn € {1,...,a +b—1}.

Question 1.b

1
Sip=gq,alors p=gq= 5 # 0 etlarelation de 1.adonne U,, ., — U,, = U,, — U,,_; pour
1 <n < a+b— 1. Par récurrence immédiate, U,, ., — U,, = U, — U, pour tout

n € {0,...,a+b—1} :la suite U est arithmétique de raison r = U; — U,

On adonc U, = Uy + nr pour 0 < n < a + b. En particulier U, , = Uy + (a + b)r, d’ot
Ua+b —

U,
r:—o(aveca+b22>0).
a+b
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Conclusion

Vn € {0,...,a + b}, UanO—l-an

atb (Uasp — Up) -

Question 1.c

Méthode 1 — Suite des différences (télescopage)

Comme p > 0, la relation de l.a s’écritU,, ., — U,, = = (U,, — U,,_,) pour
1 <n <a+b— 1. Lasuite des différencesd,, = U, ., —U,,pour0 <n <a+0b—1,est

donc géométrique de raison z : d,, = 2" (U; — Uj).

Pour 0 < n < a + b, par télescopage et somme géométrique de raison = # 1:

n—1

" —1

U,=Up+ Y dj=Uy+ (U — 0=
=0

U, - U
Enposant (= -—+—"eta = U,— B, onobtient U, = a + Bz" pour tout

rz—1
n € {0,...,a+b}.

Méthode 2 — Equation caractéristique

V, —qV,
Prolongeons U en une suite (V,, ), enposant Vo = Uy, V, = U, et V, ;= %
pour n > 1 (licite car p # 0). Pour 1 <n < a + b — 1, la relation de récurrence donne

U,

o = M, donc par récurrence V,, = U, pour 0 <n < a + b.
p

La suite V' vérifie la récurrence linéaire d’ordre deux pV,, ., —V,

n

+1 +qV,, = 0 pour tout
n € N, d’équation caractéristique pr?> —r + ¢ = 0. Le réel 1 en est racine carp — 1 + ¢ = 0,
q q

et le produit des racines vaut 9 — 2 : les racines sont 1 et x, réelles et distinctes car
p
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x # 1. D’apreés le cours, il existe deux réels a et 5 tels que V,, = o - 1" + Ba™ pour tout

neN,doulU, =a+ Bz" pour0<n <a+b.

Comparaison des méthodes : la méthode 1 prolonge naturellement la question 1.a et
fonctionne directement sur une suite finie; la méthode 2 applique le résultat général du
cours sur les récurrences linéaires d’ordre deux, mais demande de prolonger la suite

finie en une suite infinie.

Détermination de « et 3. Les conditions aux bords donnent :

a+ p=U,, a+ Bzt =U,.,

Par soustraction, 3 (z*™* — 1) = U,

wrp — Up- Comme z > Oetx # 1,0ona ™ # 1, donc

U, .U,
ﬁ:ﬁeta:UO—ﬁ.

Conclusion

n_q
Vne{0,..,a+b}, U, =U,+ (Ua+b—UO)h.

Question 2.a

On applique la formule des probabilités totales au systéme complet (A, A) formé par le

résultat du premier choix.

OnaP(A)=qg>0etP(A)=p>0.S0it1 <k <a+b—1:audépart, l'urne A contient
k > 1 boules et 'urne B en contient ¢ + b — k > 1, donc aucune urne n’est vide et le

premier tirage a bien lieu.

Si le premier tirage se fait dans A, I'urne A contient ensuite £ — 1 boules. Les épreuves
suivantes sont répétées dans les mémes conditions, indépendamment du premier choix;
la suite de 'expérience se déroule donc comme une expérience partant de k£ — 1 boules
dans l'urne A. Ainsi P,(E),) = P(E),_,); lorsque k — 1 = 0, I'urne A est vide apres le
premier tirage et P, (E)) = 1 = P(E,), ce qui est cohérent avec la convention de

I'énoncé.

23/33



@1 Prépa Simple Ecricome — Mathématiques — 1995

De méme, si le premier tirage se fait dans B, I'urne A contient ensuite k + 1 boules et
P4(E,,) = P(E,,,) (avec P(E, ;) = 0lorsque k + 1 = a + b :1'urne B est alors vide et

'expérience s’arréte sans que A soit vide).

La formule des probabilités totales donne P(E),) = P(A)P,(E),) + P(A)Pz(E,).

Conclusion

ke {l,..,a+b—1}, P(B,)=qP(Eyy)+pP(Ey):

Question 2.b.i

La famille (P(E}))
U

a

0<k<asp VETifie la relation de la partie 1 avec Uy = P(E;) = 1 et

4+ =P(E,) =0.Comme 1l <a<a+b—1,onpeutlire P(E,) = U, dans les

formules de la partie 1.

Dot _ k b
Casp=gq:dapreslb, P(E,) =1 PN, donc P(E,) = ol
k_q atb _ .k
Casp #¢q:dapreslc, P(E,)=1— * — = ’ ,donc:

anrb -1 anrb -1

ma+b — 7@
P(Ea) - xa+b -1
Conclusion
LL’CH_b _ ea
Question 2.b.ii

On distingue selon la position de x par rapport a 1, a, p et g étant fixés.

b —_—
a+b 1 @
3

Casp=gq: — 1 quand b — +o0.

Cas p < g, C'est-a-dire x > 1 : en divisant numérateur et dénominateur par z2+° # 0,
1—2x®

1
P(E)=——"—Comme 0<-<127%—0etz ®? —0,doncP(E,) — 1.
1 —g(etd) 7 @
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O _ a
Cas p > ¢, c'est-a-dire 0 < z < 1: 2" — 0,donc P(E,) — 5 901 =¥

Conclusion

1995

lim P(E,) =1sip<gq,et lim P(E,) = (Z) sip > g.
p

b—+o0 b—+oo

Question 2.b.iii

1 1 1—
Quand p — 5 avec p + gona z= P lavecw # 1, par continuité de
p
zb —1

l.a-i-b _

1—p

1
D en o. On écrit P(E,) = z° et 'on étudie la limite du quotient

quand z — 1, x # 1.

Méthode 1 — Factorisation géométrique

Pour tout entier m > letz # 1,

Donc :

Ce quotient de deux polyndémes en z, dont le dénominateur vaut a + b # 0 en 1, tend

vers quand z — 1.

+b
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Méthode 2 — Equivalents

Pourmz1,90’"—1:emh‘m—l.Quandx—>1,u:mlna:—>0avecu7é0pourx7é1,et

et —

— 1 quand u — 0 (dérivée de I'exponentielle en 0). Par composition des limites,
u

™ —1

e 1, cest-a-dire 2™ — 1 ~ mIn . Le quotient d’équivalents étant licite :
mlnz

b —1 blnzx b

21" (a+b)lnz  a+b

Comparaison des méthodes : la méthode 1 est purement algébrique et adaptée aux
exposants entiers; la méthode 2 repose sur I'équivalent e* — 1 ~ u et s’étendrait a des

exposants réels quelconques.

Dans les deux cas, comme z% — 1:

Conclusion
: b .
111m . P(E,) = PN ce qui est exactement la valeur obtenue pour p = g.
a
p—>§,p#§

Question 2.c

Pour 0 < k < a + b, notons F}, 'événement : «a partir d'un contenu de k boules dans
I'urne A, I'expérience s’arréte parce que l'urne B est vide». On a P(F;) = 0 (I'urne A est

vide dés le départ, I’'expérience s’arréte par le vidage de A) et P(F,

uip) = 1 (I'urne B est

vide dés le départ).

Méthode 1 — Méme relation de récurrence

Le raisonnement de la question 2.a s’applique mot pour mot: pour 1 <k <a+b—1,
P(Fy,) =qP(F,_,)+pP(F,.,) Lapartielavec Uy =0etU,,, = 1 donne:
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. a
sip=¢q: P(F,) =——, donc P(Fa):a+b'

. xk— z¢—1
sip#q: P(F) = —m—,donc P(F,) = —m—

Méthode 2 — Symétrie des roles des urnes

L'expérience est inchangée si 1’on échange les noms des urnes, a condition d’échanger
aussi a et b, ainsi que p et ¢; = est alors remplacé par —. Le vidage de B dans

x
’expérience initiale correspond au vidage de « A» dans I'expérience échangée. Sip = ¢,

a
on obtient ——. Si p # ¢, on obtient :
a—+b

g—(atd) _ b 1—2x° x®—1

x—(a—i—b) -1 = 1 — xa+b = xa+b -1

en multipliant numérateur et dénominateur par 2.

Comparaison des méthodes : la méthode 1 est systématique et réutilise la partie 1 avec
d’autres conditions aux bords; la méthode 2, plus rapide, exploite la symétrie du

modeéle et fournit un controle du résultat.

Conclusion

a
+b

la probabilité que I'expérience se termine par le vidage de B vaut

x> -1
WSIP#Q-

sip=gq,et

Question 2.d

L'expérience s’arréte des qu’une urne est vide; comme il y a a + b > 2 boules au total, les
deux urnes ne peuvent pas étre vides simultanément. L'événement «1’expérience se
termine » est donc la réunion des événements incompatibles £, et F,,, et sa probabilité
vaut P(E,) + P(F,).

b a
Sip=g¢q: =1
'P=4 a+b+a+b
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$a+b_xa+xa_1

a+b __ 1 L.

Sip#gq:

T

Plus généralement, les formules obtenues en 2.b.i et 2.c pour un indice £ quelconque
montrent que P(E;) + P(F},) = 1 pour tout k € {0, ...,a + b} : quel que soit le contenu

initial, I'expérience se termine presque stirement.

Conclusion

I’expérience se termine avec probabilité 1; 'événement «1’expérience est sans fin»

est négligeable.

Partie 3 — Préambule

Question adaptée au programme actuel : l'original posait X, = +oo lorsque I'expérience
est sans fin. Le programme ne considere que des variables aléatoires a valeurs réelles;
on pose donc par convention X, = 0 sur cet événement, qui est négligeable d’apres 2.d.

Cette convention ne modifie ni les probabilités P(X, = j) pour j > 1, ni I’'espérance.

Ainsi X, est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. Pour £ € {0,a + b}, aucun

tirage n’est nécessaire : X;, = 0 est certain.
Question 3.a
On conditionne a nouveau par le résultat du premier choix, puis on somme.

Loi. Soient j > 1et1 <k < a+b— 1. Comme en 2.a, le premier tirage a lieu. Sachant A,
I'urne A contient k — 1 boules apres ce tirage et la suite de I'expérience se déroule comme
une expérience partant de k£ — 1 boules dans A : le nombre total de tirages vaut 1 plus le
nombre de tirages de cette nouvelle expérience. Donc P, (X, = j) = P(X;_; =7 —1).
Dans le cas k — 1 = 0, 'expérience s’arréte apres le premier tirage et P, (X, = j) vaut 1 si
j = 1 et 0 sinon, ce qui coincide avec P(X, = j — 1) puisque X, = 0. De méme

P4(X,, =j) = P(X,,; = j—1). La formule des probabilités totales donne :

PXy=j)=qP X4 1=j—1)+pP X1 =75—1)

Espérance. Les variables X, _;, X;, X, sont a valeurs dans N et admettent une
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espérance (admis), donc les séries

> iP(Xpyy = 1)

convergent; de plus

+o00

Y P(Xpyy =i) =1

=0

Pour M > 1, la relation précédente et le changement d’indice « = j — 1 donnent :

> P =) =4 Z (i +1D)P(Xe_y =) +p Z (i +1)P(Xgpy = i)

Quand M — 400, le membre de gauche tend vers E(X,) (le terme j = 0 est nul), et

M-1
(i +1)P(Xyyy = 1)
=0

1=

tend vers E(X,,,)+ 1. Donc:

E(Xy) = q(E(X)_1) +1) +p(E(Xgyq) +1)

Conclusion

commep+q=1,E(X,) =1+qE(X,_,)+pE(X,, ) pourtoutk € {1,...,a+b—1}.

Question 3.b.i

Enoncé rectifié : la relation est demandée pour 1 < k < a + b — 1 (I'original indique

k > 1), seuls indices pour lesquels la relation de 3.a est établie.
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Soit v € R. La variable Y,, = X, + vk? est la somme de X, et d’'une constante : elle admet

une espérance et E(Y}) = E(X,,) + vk? par linéarité.

1 1 1
Pour p=g¢g= 5 la question 3.a donne §E(Xk+1) I §E(Xk_1) = E(X,;,) — 1 pour
1<k<a+b—1.Comme (k+1)2+ (k—1)2=2k*+2:

1 1
§E(Yk+1) + §E(Yk—1) =E(X,)—1+~vk*+1)=EY,) +v—1

La relation demandée est donc vérifiée pour tout k € {1,...,a + b — 1} si et seulement si

v=1.

Conclusion

1 1
le réel v = 1 convient : V), = X, + k? vérifie E(Y)) = §E(Yk+1) + §E(Yk_1) pour
1<k<a+b-—1.

Question 3.b.ii

I

2

I
DO |

~

La famille U, = E(Y},), 0 < k < a + b, vérifie la relation de la partie 1 avec  p

et:

UO = E(XO) + 0= 07 Ua—l—b = E(Xa+b) + (a + b)2 = (CL + b>2

D’apres1b, U, =0+ . b(a +b)? = k(a + b). Donc
E(X,)=E(Y,)—k?*=k(a+b—k)pour0 <k <a+b.

Conclusion

pour k =a, E(X,) =ala+b—a) = ab.

Question 3.c.i

Enoncé rectifié : comme en 3.b.i, la relation est demandée pourl <k<a+b—1.
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Soit 0 € Ret Z;,, = X, + 0k; par linéarité, Z, admet une espérance et
E(Z,) = E(X,,) + 0k.D'apres 3.a, pE (X, 1) + ¢E(X,_,) = E(X;) — 1, et
p(k+1)+q(k—1)=k+p—q Donc,pourl <k<a+b—1:

pE(Z 1) +qE(Z) 1) = BE(Xy) —1+0(k+p—q) = E(Zy) +6(p—q) — 1

La relation demandée équivaut donc a §(p — ¢) = 1. Comme p # ¢, elle est satisfaite

1
pour §=——.
b—q
Conclusion
leréel 6= convient.
b—q

Question 3.c.ii

La famille U, = E(Z,,), 0 < k < a + b, vérifie la relation de la partie 1 avec:

a+b a+b
UO - E(XO) = 0> Ua+b = E(Xa+b) + =

D’apres l.c,pour0 <k <a+b:
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Conclusion

pourk =a, E(X,) :piq ((a—i—b)(m“—l) —a).

Controle : pour a = b = 1, on doit avoir E(X,) = 1 (le premier tirage vide toujours une

1 2 — _
urne). La formule donne —( ] —1) = ( )(iz_ );or 1—x:p qet
b—qg\T b—q x b

1

1+ x = —,d’oula valeur 1.
p

Question 3.c.iii

Sip < g, alors z > 1. Pour a fixé, * — 1 est une constante, et quand b — +oo,
29t — 400, donc 24T — 1 ~ 2%, Par croissances comparées (puissance contre

b
exponentielle de base z > 1), % — 0 quand b — 400, donc :
T

(a+b)(z*—1)
xa—i—b -1 -

Conclusion

danslecasp < ¢, lim E(X,) = - & Interprétation : 1'urne A perd en
b—+o00 pP—q q—Dp
moyenne ¢ — p boule par tirage, et il faut en moyenne

tirages pour la vider

lorsque l'urne B est tres remplie.

Relevé des adaptations

e Probleme, partie 1 (préambule et question 1.c) : la relation de récurrence, donnée
pour tout n € N non nul, est imposée pour 1 < n < a+b— 1, et 1'égalité
U, = a+ Bz™ est demandée pour 0 < n < a + b. Justification : U, et U, ;, sont
donnés et la suite n’est utilisée que pour ces indices dans les parties 2 et 3; la

rectification rend 1'énoncé cohérent sans changer les résultats.

e Probleme, partie 3 (préambule) : la convention X, = 400 pour une expérience sans

fin est remplacée par X, = 0 sur cet événement négligeable. Justification : le
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programme ne traite que de variables aléatoires réelles; la loi sur N non nul et

'espérance sont inchangées.

e Probleme, questions 3.b.i et 3.c.i : les relations demandées «pour tout £ > 1» le sont
pour 1 < k < a+ b— 1. Justification : X}, n’est défini que pour 0 < k < a+betla

relation de 3.a n’est valable que pour ces indices.

e Probleme, questions 3.b.i et 3.c.i : les réels cherchés, dont la lettre grecque est illisible
dans le PDF, sont notés v et § pour ne pas entrer en conflit avec les constantes « et 3

de la partie 1.
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